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Bohdana Hladysh
1. MATEMATYKA W MECHNICE I BUDOWIE MASZYN
1.1. WSTEP

Tylko panstwa, ktore pielegnujq matematyke,
mogq by¢ silne i potezne.

(Stefan Banach)
Skrypt ten przeznaczony dla studentow kierunkéw technicznych wyzszych uczelni,

w tym dla kierunkéw zwigzanych z mechanika 1 budowa maszyn.

Material przedstawiono bez nadmiernego formalizmu matematycznego, pomijajac
dowody twierdzen oraz zachowujac kolejnos¢ tematéw. Kazdy rozdziat sktada si¢ z teorii
i przyktadéw. Ostatnie uszeregowano od prostego (najlepiej ilustrujg teori¢) do ztozonego, co
jest jedng z najwazniejszych zasad w nauczaniu matematyki. Rowniez jest wiele przyktadow
poswieconych zastosowaniu roznych dziedzin matematyki, ktore demonstrujg o ile trudne badz
tatwe ono moze by¢.

Zawarto$¢ ponizszych rozdziatow nie jest wyczerpujacym Zrodlem wiedzy zaréwno jak
teoretycznej, tak 1 praktycznej. Za pomoca podrecznikow [1-15] oraz roéznych stron
internetowych, np. takich jak Wikipedia Wolna encyklopedia, Khan Academy lub chatGPT
(w jakosci kierunkowskazu dla samoksztalcenia) mozna poglebi¢ wiedze w zakresie
matematyki wyzszej i jej zastosowania.

Tekst zasadniczy
1.2. FUNKCJE CYKLOMETRYCZNE I ICH WELASNOSCI. LICZBA EULERA.
LOGARTYM NATURALNY
Ciag liczbowy. Granica ciagu liczbowego. Liczba Eulera
Definicja (Nieskonczonym) ciggiem liczchowym nazywa si¢ odwzorowanie a: N — R ze

zbioru liczb naturalnych N w zbior liczb rzeczywistych R, mianowicie

n 1 2 3 ... n
a: R A AR
an a, a, asg --- an

Ciag oznaczamy przez {a,}n=, lub {a,}. Element a, nazywamy n-tym elementem ciggu
liczbowego {a,}n=1-

Przyklad Ciggiem Fibonacciego nazywa si¢ ciag liczbowy, ktory jest okreslony w
nastgpujacy sposob: fi =fo =1, fni2 = fu+ fus1,n € N. Stownie cigg Fibonacciego
mozemy okresli¢ tak: pierwsze dwa elementy ciggu wynosza 1, wtedy jak kazdy nastepny

element jest sumg dwoch poprzednich. Bernoulli wskazat na zwiazek liczb Fibonacciego ze



. . . *
Fundusze Europejskie Dofinansowane przez ** ** \S;\c';’f\'}vzé’*DDZTWA
dla Wielkopolski Unie Europejska LI WIELKOPOLSKIEGO
fn

ztotym stosunkiem [1], tak wiec wartosci liczby f,, do jej poprzedniczki f,,_4 bardzo szybko

n-1

1+/5
2

zblizaja si¢ do liczby ¢ = ~ 1,61803399, ktora opisuje ztoty stosunek. Réwniez ciag
Fibonacci’ego mozna spotka¢ w troche innej postaci, kiedy f1 =0, f, =1,fpi20 =fn +
fns1,m €N, ale po eliminacji pierwszego elementu otrzymamy ten sam ciag liczbowy, co
wczesnie;j.

Definicja Liczba g € R nazywa si¢ granicqg (wedtug Cauchy’ego) ciggu liczbowego
{a,}, jesli

Ve>0 AINEN vn=N: |a,—glI<¢

Innymi stowy, (1) dla dowolnej matej liczby ¢ istnieje numer N, zaczynajac od ktérego
odleglo$¢ migdzy elementami ciggu a, a liczba g jest mniejsza od ¢ lub (2) przy zwigkszeniu

numerdw elementéw ciggu, zmniejsza si¢ odlegltos¢ miedzy elementami ciggu a liczba g.

Mowimy, ze ciag {a,} zbiezny do liczby g. Oznaczamy przez lim a, = g luba, = g,n — oo.
n—-oo

Definicja Ciag liczbowy nazywa si¢ rozbiezny do +oo (—), jesli
VeeRIANEN Vvn=>N: a,>a (a,<a)
Innymi stowy, dla dowolnej liczby a € R istnieje numer N, zaczynajac od ktorego wszystkie
elementy ciggu a,, sa wicksze (mniejsze) od wskazanej liczby . Odpowiednia granica istnieje,

ale nie jest liczbg lim a,, = +0o (tzw. granica niewtasciwa).
n—-oo

Definicja Ciag liczbowy, ktéry nie jest zbieznym oraz nie jest rozbieznym do +oo lub

—o00, nazywa si¢ rozbieznym. Moéwimy, ze odpowiednia granica nie istnieje A lim a,,.
n—->oo

Twierdzenie Zbiezny ciag liczbowy ma doktadnie jedng granice oraz jest ograniczony.

Rozbieznym do +oo lub —oo ma doktadnie jedng granice.
Twierdzenie Jezeli ciagi liczbowe {a,}, {b,} sa rozbiezne do +oco (innymi stowy

lim a,, = lim b,, = +), to
n—-oo

n—-oo
e VCER: lim(a,+tC) =+ [C®,C>1] = oo
n—-0oo
[oo+ C] = oo e VC,—1<C<1: limC% =0
—_ n—oo
e lim(a,+b,) =+ [C*®-1<C<1]=0
n—-0oo
oo + 0] = o0 o VC>O:Tlli_r>£lo(an)C=+oo
« VC#0: lim—=0 [oof,C > 0] = o
n—-oo Un
. TG c —
[C/oo,C # 0] =0 ¢ VC<O0: lim(ay)" =0
e VC>1: limC% =+ [of,C < 0] =0
n—-oo
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e V(C>0: Tlll_rLlo(C “a,) =+ o Am(an - by) =+
[C-00,C>0] = oo - 0] = o0
e VC<O: 711_r>r010(C ‘Qy) = — . Tlli_{?o(an)bn = 400
[C-00,C<0] =—o0 [oo®] = oo

Symbolami nieoznaczonymi nazywamy nastgpujace wyrazy, wynikajace pod symbolem
granicy: oo — o], H%ﬂ, [Eﬂ, [0 - o], [1%°, [e0°], [0°]. Zaznaczone symbole sa nieoznaczone,
dlatego ze w zaleznosci od szczegdlnego przyktadu moga by¢ rézne odpowiedzi, a jak wiemy
cigg zbiezny oraz cigg rozbiezny do +oo lub —oo ma tylko jedng granice.

Definicja Liczba Euler’a (zwana rowniez liczba Neper’a) nazywa si¢ granica zbieznego
n
ciggu liczbowego {(1 + %) }. Granica w przyblizeniu wynosi 2,718281828459 i oznaczamy

symbolem e. Sg rowniez inne sposoby dla okre$lenia liczby Euler’a.

1\
Tlll_{?o(l +E) =e=x27
Liczba Eulera jest jedng z najwazniejszych matematycznych statych, poniewaz pojawia
si¢ w kazdej dziedzinie matematyki (rachunek rézniczkowy i catkowy, rownania rozniczkowe,
liczby zespolone, teoria prawdopodobienstwo, statystyka itd.). Rowniez liczba e jest czesto
spotykana w ekonomii i finansach, bo jest wykorzystywana w zadaniach zwigzanych z
jakimkolwiek wzrostem.
Funkcja logarytmiczna
(w tym logarytm naturalny)
y=log,x,a>0,a+ 1
Definicja Logarytmem log, b o podstawie a od liczby b nazywa si¢ wyktadnik potegi,
do ktorej nalezy podnie$¢ podstawe a aby otrzymac liczbg logarytmowa b.
Wiasnosci funkcji logarytmicznej y = log, x,a > 0,a # 1:
e dziedzina: D, = (0; +0)
e zbidr warto$ci: ZW,, = R
e miejsca zerowe: x = 1
e parzystos¢, nieparzystos$¢: brak
e monotonicznos$¢:
e OI<a<1: yNy e a>1: y27
o wklestos¢, wypuktosc:

e 0<ac<1:ywypukia e a>1:ywklesta
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e funkcja logarytmiczna jest odwrotng do funkcji wyktadniczej

e wiasnosci logarytméw: niech podstawy logarytmow a,b > 01 # 1
e log,u+log,v =log,(uv),u>0,v>0
e log,u—log,v =log, (%),u> 0,v>0
e log,u™ =nlogu,u>0neR

e log,mu= %logau,m eER

__logpu

o log,u= og, 2
1

e log,b= T

o qlogat —y
Definicja Logarytmem dziesietnym od liczby b nazywa si¢ logarytm o podstawie 10 od
tej liczby, oznaczamy przez lg b lub log b.
Definicja Logarytmem naturalnym od liczby b nazywa si¢ logarytm o podstawie e od tej
liczby, oznaczamy przez In b (e = 2,7 tj. liczba Eulera).
Przyklad Obliczy¢
log,1,a>0,a # 1; logs 125; logq,55; log, 64; logg 64;10og 10;1og 100;
lnes;ln\/?; 10'°8% h > 0;2In3e —In9;el"2,
Rozwigzanie
e log,1=1log,a’=
e logs 125 =1logs5% =3
e logiy55 =loge:5 = %logs 5= %
e log, 64 =log,2°=6
e logg 64 =log,: 2% = glog2 2= g =2
e logl10=1log,, 101 =1
e log100 =log;,10% =2
e Ine®>=5

e InVe7 =Inel/’ =%
° 1010gb — 1010g10b =b
2
. 21n3e—1n9=ln(3e)2—ln9=ln9%=lne=1
° eln — elogez =2

Przyklad Znalez¢ y z wymienionych nizej rownoS$ci
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e 5y+2—-8lnx=4
o 2X-3Y+7=0
e ¥ =2x>+5—logx
Rozwigzanie
e 5y+2—-8lnx=4
5y =8lnx + 2
8 2
y=§Mx+§
o 2X-3Y+7=0
3V =2"+7

log; 3 = logs(2* + 7)
y =log;(2* + 7)
e ¥ =2x>+5—logx
Ine¥ =In(2x? + 5 — logx)
y = In(2x% + 5 — log x)
Funkcje elementarne
(w tym funkcje cyklometryczne i ich wlasnosci)

Definicja Niech f: X > Y, g:Y - Z, wtedy funkcja h(x) = g(f(x)): X > Z nazywasi¢
ztozeniem lub superpozycjq funkcji f 1 g. Funkcja f nazywa si¢ funkcjg wewnetrzng, a g —
zewnetrzng. Funkcja h nazywa si¢ funkcjq ztozong.

Definicja Funkcja f: X = Y przyjmujaca jako swoje wartosci wszystkie elementy zbioru
Y, nazywa si¢ surjekcjg lub funkcjq ,,na”, tzn.

VyeY IxeX: y=f(x)
Funkcja f:X — Y, ktora roznym argumentom przyporzadkuje rézne wartosci, nazywa si¢
injekcjq lub funkcjg roznowartosciowq, tzn.
Vxy,x; € X, %1 #F X310 f(xy) # f(x2)
Funkcja nazywa si¢ bijekcjg lub wzajemnie jednoznaczna, gdy ona jest surjekcja oraz injekcja.

Definicja Funkcja f~1:Y — X nazywa sie funkcjg odwrotng do funkcji f, jezeli sg

spelnione ponizsze warunki
vxeX: fHf(x)=x
vyey: f(f') =y
W przypadku, gdy taka funkcja f 1 istnieje, funkcja f nazywa si¢ odwracalna.

Twierdzenie Funkcja jest odwracalna wtedy 1 tylko wtedy, gdy ona jest bijekcja.
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Definicja Podstawowymi funkcjami elementarnymi nazywajg si¢ takie funkcje: potegowa
(w tym stata), wyktadnicza, logarytmiczna, trygonometryczne i cyklometryczne, tzn.
e funkcja potegowa: y = x%,a € R;
e funkcja wyktadnicza: y = a*,a > 0,a # 1;
e funkcja logarytmiczna: y = log, x,a > 0,a # 1;
e funkcje trygonometryczne: y = sinx,y = cosx,y = tgx, y = ctgx;
e funkcje cyklometryczne: y = arcsinx,y = arccosx,y = arctgx, y = arcctgx.
Definicja Funkcjami elementarnymi nazywaja si¢ funkcje, ktore mozna otrzymac z
podstawowych funkcji elementarnych za pomoca skonczonej liczby takich dziatan jak suma,
réznica, iloczyn, iloraz oraz zlozenie.
Funkcje cyklometryczne: y = arcsinx,y = arccosx,y = arctgx, y = arcctgx
Definicja  Funkcje cyklometryczne to sa funkcje odwrotne do funkcji
trygonometrycznych ograniczonych do pewnych przedziatlow
e vy =arcsinx: funkcja sinx,x € <_§;§> jest wzajemnie jednoznaczna, z czego
wynika, Ze istnieje funkcja odwrotna w zaznaczonym przedziale, ktora oznaczamy
przez y = arcsin x. Wilasno$ci:
e dziedzina D,pcsinx = (—1; 1)
o zbior wartosci ZWrcsinx = (—g ; g)
e parzysto$¢, nieparzystos¢: funkcja y = arcsin x nieparzysta
e monotonicznos$¢: rosngca
o wklestos¢, wypuktosc:
e x € (—1;0): funkcja y = arcsin x wklgsta
e (0;0) tj. punkt przegigcia
e x € (0;1): funkcja y = arcsin x wypukta
e y =arccosx: funkcja cosx,x € (0; ) jest wzajemnie jednoznaczna, z czego
wynika, ze istnieje funkcja odwrotna w zaznaczonym przedziale, ktorg oznaczamy
przez y = arccos x. Wlasnosci:
e dziedzina Dypccosx = (—1; 1)
e zbior wartosci ZW,, = (0; m)
e parzysto$¢, nieparzystosc: brak
e monotonicznos$¢: malejgca

o wklestos¢, wypuktosé:

10
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e x € (—1;0): funkcja y = arccos x wypukta
. (0; g) tj. punkt przegiecia
e x € (0; 1): funkcja y = arccos x wklesta
e y =arctgx: funkcja tgx,x € (—%,%) jest wzajemnie jednoznaczna, z czego
wynika, ze istnieje funkcja odwrotna w zaznaczonym przedziale, ktorg oznaczamy
przez y = arctg x. Wilasnosci:

e dziedzina Dypegx = R

., , . T T
e 7bidr wartosci Z Warctgx = (—;;5)

e parzysto$¢, nieparzystos¢: funkcja y = arctg x nieparzysta
e monotoniczno$¢: rosnaca
o wklestos¢, wypuktosé:
e x € (—o0;0): funkcja y = arctg x wypukta
e (0;0) tj. punkt przegiecia
e x € (0; +00): funkcja y = arctg x wklgsta
e y =arcctgx: funkcja ctgx,x € (0; ) jest wzajemnie jednoznaczna, z czego
wynika, Ze istnieje funkcja odwrotna w zaznaczonym przedziale, ktora oznaczamy
przez y = arcctg x. Wlasnosci:
e dziedzina Dypeergx = R
e zbior warto$ci ZWprccrgx = (0;7)
e parzysto$¢, nieparzystos¢: brak
e monotonicznos¢: malejgca
o wklestos¢, wypuktosc:
e Xx € (—o0;0): funkcja y = arcctg x wklesta
. (0; g) tj. punkt przegiecia
e x € (0; +o0): funkcja y = arcctg x wypukla

Inne wlasnosci funkcji cyklometrycznych:
in(sinx) = x,x € (~ 3
arcsin(sinx) = x,x € (—=; =
2°2

sin(arcsinx) = x,x € (—1; 1)

arcsin(—x) = — arcsin x
arccos(—x) = m — arccos x
arctg(—x) = —arctgx

arccos(cosx) = x,x € (0; )

arcctg(—x) = m — arcctg x
cos(arccosx) = x,x € (—1;1)

11
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arctg(tg x) =X,X € (— E ; E) arCCtg(Ctg x) =XX € (Ol T[)

ctg(arcctgx) = x,x ER
tg(arctgx) = x,x ER

1.3. LICZBY ZESPOLONE I ICH WLASNOSCI
Definicje podstawowe
Zbiory liczb (ponizsze symbole wykorzystuja si¢ tylko i wytacznie dla wymienionych
dalej zbiorow liczb):
e naturalnych N = {1;2;3;4; ...}
e naturalnych z zerem N, = {0; 1; 2; 3; 4; ... }
e catkowitych Z = {...; —4; —3; —2; —1;0; 1; 2; 3; 4; ... }

e wymiernych Q = {% |m €Zn€ N}

e rzeczywistych R = (—o0; +0)
e niewymiernych R\Q = {x € R|x ¢ Q}
e zespolonych C = {a + bila, b € R}

W zbiorze liczb rzeczywistych nie wszystkiego da si¢ znalez¢. Na przyktad, nie mozemy
obliczy¢ pierwiastkow parzystego stopnia lub logarytméw od liczb ujemnych, czgsto
wielomian n-go stopnia ma mniej niz n miejsc zerowych.

Definicja Jednostkq urojong nazywa si¢ taka liczba i, ze i? = —1. Liczba a + bi,
gdzie a, b € R nazywa si¢ liczbg zespolong. Zbiér liczb zespolonych oznaczamy przez C. Dla
liczby zespolonej z = a + bi € C liczb¢ Rez = a nazywamy czescig rzeczywistg, a liczbe
Im z = b czescig urojong. Liczba zespolona z = a + bi, ktora ma zerowg cze$¢ rzeczywista
(tzn. a = 0), nazywa si¢ czysto urojona. Natomiast liczba zespolona, dla ktorej cze$¢ urojona
jest zerowa (tzn. b = 0), bedzie rowniez liczbg rzeczywistg. Dwie liczby zespolone nazywamy
rownymi, gdy sa rowne ich czesci rzeczywiste 1 urojone.

Tak wigc, poprawnym jest zapis relacji zbiorow liczbNc NgcZc Qc R c C.

Rownowazng jest definicja liczb zespolonych jako zbior par uporzadkowanych (a; b),
gdzie a,b € R, tzn. C = {(a; b)|a, b € R}.

Potegowanie jednostki urojonej i:

i*=1keZ

J il =i ker
Y2 = 1 keZ
\i4’<+3 =—i,k€Z

Dlatego i® =1, il =i, i2=-1, 3=—i, i*=1, =i i®=-1, i’ = —i, %=1, itd.
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Przyklad Obliczy¢ i10,i12,i25,i30,i41,i65,i®3,
Rozwigzanie
i10 = (i2)5 = (=1)5 = —1
i1z = (i2)6 = (-1)6 = 1
25 = ()10 = (-0 j =
i30 = ({193 = (=1)3 = -1
=0 i=(C-D*i=i
(65 = (i2)32.i=(-1)3%2.i=i
i83 = (i2)%0 .3 = 1. (=i) = —i
Interpretacja geometryczna liczb zespolonych [2]

Interpretujac liczbe zespolong jako par¢ uporzadkowang, otrzymamy punkt na tzw.
plaszczyznie zespolonej, w ktorej 0§ pozioma odpowiada za czg$¢ rzeczywistg (oznaczamy
przez Re z i nazywamy dalej osig rzeczywistq), a o$ pionowa — za cz¢$¢ urojong (oznaczamy
przez Im z i nazywamy dalej osig urojong). Kazda niezerowa liczba zespolona z € C,z # 0
okresla i rowniez moze by¢ okreslona za pomocg takich wartosci:

e argument giowny Argz = ¢ — miara kata skierowanego ¢ € (0; 2m) pomigdzy
dodatnim kierunkiem osi rzeczywistej a odcinkiem, taczacym punkty 0(0;0) i
naszg liczbe zespolong z = (a; b);

e modul |z| — odleglos¢ od punktu 0(0; 0) do naszej liczby zespolonej z = (a; b).

Argument gléwny nie moze by¢ okreslony dla zerowej liczby zespolone;.

Generalnie argument liczby zespolonej moze by¢ wyznaczony z doktadnosciag do 2.
Inaczej mowiac, argumentami liczby zespolonej z, ktore oznaczamy przez arg z, nazywajg si¢
katy argz = Argz + 2mk,k € Z. Tak wigc, kazda niezerowa liczba zespolona ma
nieskonczenie wiele argumentow arg z i tylko jeden argument gléwny Arg z.

Pojgcia modutu okreslone zarowno jak dla liczby niezerowej, tak i dla zerowej liczby
zespolonej (i wynosi 0).

Z definicji modutu (zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa) wynika ponizszy wzor:

z = (a;b) = |z| = Ja? + b?

Dzialanie na liczbach zespolonych: niech z; = a; + byi, z, = a, + byi, k € R

e dodawanie/odejmowanie liczb zespolonych: suma liczb zespolonych z; i z, jest
liczba zespolona

z1 £z, = (a; £ ay) + (by £ by)i

13
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e mnozenie liczb zespolonych przez stalg rzeczywista: iloczynem liczby zespolonej
z, a stalej k € R jest liczba zespolona
k-zy = kay + kbyi
e mnozenie liczb zespolonych: iloczynem dwoch liczb zespolonych z; 1 z, jest
liczba zespolona
zy - z; = (aya; — byby) + (a1b; + azby)i
dlatego ze z; -z, = (ay + byi)(ay + byi) = aya, + a1 byi + aybii + by b,i% =
[i? = —1] = aya, + a,b,i + ayb,i — byb, = (a,a, — byb,) + (ab, + ayby)i
e sprzezenie liczb zespolonych: sprzezeniem liczby zespolonej z = a + bi nazywa
si¢ liczba zespolona
Z =a-—bi
e dzielenie liczb zespolonych przez zespolonych: ilorazem dwoéch liczb zespolonych

jest liczba zespolona

Zl alaz + blbz _albz + azbl . O
—_— = l Zy *
Z, as + b3 as+b: "
dlatego ze Z _ Z1'§ _ a1+b11: _ (a1+b11:)(a2—b21:) _ (a1a2+b1b2):(—¢211b2+a2b1)i _
Zy Z9Z2 as+byi (az+byi)(a,—byi) as+b3
_ a1a2+b1b2 —a1b2+a2b1 .
~ aZ+b2 aZ+b2

Przyklad Dla podanych liczb zespolonych z; = (1; —2) i z, = (—3;V5) obliczy¢

— — Zy
321+ 23,71,21 - 71, 121], 21 Za
2

Rozwigzanie
3z, + 2, = 3(1; -2) + (=3;V5) = (3;-6) + (=3;V5) = (0;V5 - 6)
lub
7= (1;-2)=1-2i
7, = (=3;V5) = =3 + V/5i
3z, + 2, =3(1—2i) —3+V5i=(V5-6)i = (0;V5 - 6)
Zi=1+2i=(1;2)
2, Zi=(1 =201 +2)=1+2i—2i—4i?=1-4(-1) =5 = (5;0)
21| =12+ (=22 = V5
212, = (1= 20)(=3 +V5i) = =3+ V5i + 6i — 2V5i2 = =3 + (V5 + 6)i — 2v/5(-1)
=2V5-3+ (V5+6)i = (2V5-3;V5+6)
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zy  1-2i  (1-2)(=3-v5i)  —3—5i+6i+2V5i?

z; —3++v5i (=3+V5i)(=3—+5i) 9+5
_3-25+(6-V5)i _—3-2V5 6-v5 _(-3-2V5 615
B 14 T 14 14 '\ 14 ' 14
Wilasnosci modulu liczby zespolonej: niech z = (a; b), 21,2z, € C,p = argz
o |z1- 2| = |z] - |2z,]
o |21+ 75| S |zq| + |z5], wtym |21 + 25| = [z1] + |2,] © 2z, = 2,
_a_ a

* COSQ == e
. b _ b

* SN ELIT Ve

Wilasnosci sprzezenia liczby zespolonej: niech z = a + bi € C
e z=(a;b) = 2z=(a;—-b)
o 7 =7
e |Z|=|z| =VaZ+ b2
Posta¢ trygonometryczna liczby zespolonej: niechz = a + bi € C,p = Argz, wtedy z
wlasno$ci modutu wynika, ze

a = |z|cosq

b =|z|sin¢ z = |z| cos @ + i|z| sing = |z|(cos ¢ + isin )

ostatnia posta¢ nazywa si¢ postaciq trygonometryczng liczby zespolonej z.

Przyklad Przedstawic¢ liczby zespolone w postaci trygonometryczne;j
o 2z =5V2-5V2i o z,=1+3i o z3=7i
Rozwigzanie
¢ 7= 5\/5 — 5\/51:
2 2
|zy| = \/(5\/5) +(=5v2)" =50 +50 = 10

zi=a+bi=a=5V2b=-5/2

a 5V2 2
COSQp =— = —— = —
|4 | 10 2 7
= =Argz, = — € (0;2m
b -2 2 ¢ = Argz = € (0:2m)
MP=10" 10 2
Tt Im
z; =10 (cosT+lsmT>
L] Z2=1+\/§l

|z2|=ﬂ/12+(@)2=¢z=z
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a 1
Tl 2
b _\/§ = @ =Argz, =-€(0;2m)
sm(p—lZzl >
v/ S (1
Z, =2 (cos§+ lsmg)
o 7z3=7i
|z3] = 02+ 72 =149 =7
Zz=a+bi=>a=0,b=7
a 0 0
cos @ = ===
7 1
l?' 7 = <p=Arg22=§E(0;2n)
sin ¢ izl 7

z3 =17 (cos%+ isin%)

Posta¢ wykladnicza liczby zespolonej: niech z = a + bi € C, ¢ = Argz, wtedy ze

. elP_e-te
sing = ———
wzorow Eulera el"l’ile—“ﬂ wynika tzw. posta¢ wyktadnicza liczby zespolonej, ktéra
cosp =—
wyglada nastepujaco

z = |z|e!®
Przyklad Przedstawi¢ liczbg zespolona w postaci wyktadniczej
o z, =5V2-5V2i e z,=1++/3i o z3=7i
Rozwigzanie

o 7z, =5V2—52i

7T
¢ =Argz =
|z1| =10
, 71l
z, = |z,]e'® = 10 exp (T)
e z,=1++/3i
¢ = Argz, =%
|z,| =2
, Tl
Zy = |z,]e'? = 2exp (;)
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o 7z =171
I8
¢ =Argzz ==
2
|z5| =7

. Tl
Z3 = |z3|e'? = 7 exp <7>

Dzialanie na liczbach zespolonych: dla potegowania 1 pierwiastkowania liczb
zespolonych obowigzuja wzory de Moivre’a, ktore po polaczeniu ze wzorami Eulera wygladaja
nastepujaco:

e potgegowanie: niech n € Z, wtedy
z = |z|(cos ¢ + isinp) = z™ = |z|"*(cosng + i sinng)
z = |z|e!? = z" = |z|"e™"
e pierwiastkowanie: niech n € N, wtedy pierwiastkow n-go stopnia z liczby

zespolonej z istnieje doktadnie n sztuk {z; |k = 0,n — 1}, mianowicie

+ 2wk + 2wk
z = |z|(cos @ + ising) = z, = \/|z| (cos(pT+ isin(pT>,
k=0n-1
. n + 2mk
z=|zle"Y =z, = \/Izlexp<i(p—),k =0,n—1

Przyklad Obliczy¢ zaznaczone potegi liczb zespolonych
o z;=(1;2),2},7
o z,=23e™,25,22" 22" neN
o z3= cos§+ ising,zg,zg
Rozwigzanie
o z;=(1;2),2},7
z1=(1;2)=1+2i
zi =(1+2)2 =1+4i+4i* = -3 +4i=(-3;4)
z3 =z%2, = (-3+4))(1+2i))=-3—-6i +4i+8i>’=—-11-2i
= (-11;-2)
o z,=3e™,23,22" 22" neN
z5 = 3%e5™ = 243(cos5m + isin5m) = 243(—1 +i-0) = —243

73" = 3%me2™i = 9"(cos 2tn + i sin 2mn) = 9*(1 +i - 0) = 9"
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zZn+1 = 3Intle@nalmt — 320+l (co5(2n + 1)7n + i sin(2n + 1)7n)
= 3MH1(—1 4 0) = —32"+1 = 3.9

/ . . TT
o z3=cos;+ lsmg,zg,zg

21 21 T T 1 \/§ 13
Z3=COS?+lSln—_COS—+lSIH—=——+l7_ ;

3 3 3 2 272

2’ 2
3 3 3m o
z3 = COS?+I,SIH?= cosm+isinmt =—-1=(-1;0)

Przyklad Znalez¢ wszystkie pierwiastki zaznaczonych stopni liczb zespolonych

— i 3 _ 4
o 7z, =8e™ 4z, o 7z,=1,4z

Rozwigzanie
o z,=8e",z
z, = 8e™ = 8(cosm + isinm) = 8(—=1+0) = —

z,=8" = |z;|=8,¢p=1

T+ 2nk
\/_—\/—exp( 3 >k=0,2

k=0 = 3\/Z_=%exp(ig)=2exp<%i)=2(%+§i>=1+i\/§
k=1 = i/z_=%exp(in-l_zn)=2exp(ni)=2(—1+0-i)=—2
k-2 = \/_1—\/—exp(n+4n>=2exp(ﬁ)=2(l—£i>=1—i\/§

3 3
i 22:1'%

z;=1=1(cosmt+isinnm) = |z, =1, =0
0+ 2mk 0 + 2mk
\/_2— V—(cos 2 +isinT),k =0,3

k=0 = 3/z,=cos0+isin0=1

k=1 = * 7T+' in” =

= Z, =COS—+ isin—=1
z 2 2

k=2 = *? 2=cos7r+isin7r=—1
3w

k=3 = %z cos—+lsm—=—i
2

Wielomiany zespolone i ich miejsca zerowe
Definicja Wielomianem o zespolonych wspotczynnikach n-go stopnia (n € N) zmienne;j
z nazywa si¢ wielomian postaci wy,(z) = a,z" + a,_1z2" 1 + - + a,z* + a,z + a,, gdzie

a; €C,i=0,n oraz a, # 0. Liczby a; € C,i = 1,n zwane wspoiczynnikami, a, € C —
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wyrazem wolnym. Liczba zespolona z, nazywa si¢ miejscem zerowym wielomianu zespolonego
wy(2) jezeli wy,(zy) = 0.

Jesli wspotczynniki wielomianu zespolonego a € R sa liczbami rzeczywistymi, to
otrzymamy wielomian o wspotczynnikach rzeczywistych, ktéry (gdy nie bedzie zaznaczono
innego) nadal bedzie nazywal si¢ wielomianem zespolonym, co oznacza, ze jest on
wielomianem zmiennej zespolonej. Innymi stowy,

e wielomian zespolony (wielomian zmiennej zespolone) — tj. o wspotczynnikach
zespolonych lub rzeczywistych;

e wielomian rzeczywisty (wielomian zmiennej rzeczywistej) —  t].
o wspotczynnikach rzeczywistych.

Twierdzenie Jesli liczba zespolona z = a + ib jest miejscem zerowym wielomianu o
wspotczynnikach rzeczywistych, to jej sprzezenie Z = a — ib rdéwniez bedzie miejscem
zerowym tego wielomianu.

Innymi stowy, miejsca zerowe wielomianu o wspotczynnikach rzeczywistych, czesci
urojone ktorych nie sg zerowe, tworzg tzw. pary z; , = a * ib.

Twierdzenie Wielomian zespolony n-go stopnia

wp(x) = apz™ + ap_1z" 1+ -+ ayzt + a2 + a,
ma dokladnie n miejsc zerowych z4,z,, z5 ..., z,, sposrdd liczb zespolonych oraz moze by¢
przepisany w postaci
wn(2) = an(z = 21)(z — 22)(z — 23) ... (2 — zp)

W przypadku wielomianéw zmiennej rzeczywistej] w odpowiednim przedstawieniu moga
by¢ nie tylko czynniki liniowe, a rowniez kwadratowe.

Rozwigzywaé rownania wy,(z) = 0 w zbiorze liczb zespolonych mozna na dwa sposoby:
(1) pamigtajac, ze z liczby zespolonej istnieje n pierwiastkOw n-go stopnia; (2) pamigtajac, ze
—1 =i?, liczba rozwigzan réwnania w,(z) = 0 wynosi dokladnie n oraz w przypadku
wielomianu o wspotczynnikach rzeczywistych zespolone miejsca zerowe tworza tzw. pary z, Z.

Przyklad Rozwigza¢ rownania w zbiorach liczb N, N, Z, Q, R, C (w tym z zbiorze liczb

zespolonych)
e 2z2-1=0 e 7z2-2z+4=0
e z24+41=0 o z(z22-2)2z-1D(Z*+9) =0
e 2z2-2z+10=0 e z2+iz+6=0
e z'—-16=0 e 2z2-3iz+10=0
Rozwigzanie
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e z2-1=0
z2=1
z=4=1
N, Ny: 1
Z,QR,C:+1
e z24+41=0
z2=-1
2=v—1=+/Cosm ¥ iSINT = COS ™ * 2nk +isin——" +22ﬂk,k =01
k=0 = Z=cos§+151n§=L
k=1 = z= cosg—n+isin37n= —1
z=4i
N,Ny,Z Q R: @
C: +i

Inaczej, z =i jest miejscem zerowym wielomianu = Z = —i roéwniez

bedzie miejscem zerowym tego wielomianu, czyli w zbiorze liczb zespolonych
otrzymujemy rozwigzania rOwnania z = =+i.

e 7z2-2z4+10=0

z2-2z+10=0
A =—36 = (6i)2
Ziz\/z=2i26l=1i3i
N,Ny,Z Q,R: @
C:1+3i

Z12 =

e z¥—-16=0
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Z,Q,R:+2
C:+2; +2i

72 —=2z4+4=0
72 —=2z4+4=0

A=—12 = (2v3i)

2 +2V/3i
:—T:1i\/§i

N) NO) Z; Q; R: @

VA

C:1++3i
z(z2=-2)2z-1)(z*+9) =0
z2(z2-2)2z-1)(z?2+9) =0

2 —
Z2-2=0 22-1=0 % *77
z=0 v z2= vl v Zi__(;l,)z
z=+V2 2 N
z==3i

N: @

Ny: 0

Z:0

01

Q:0,5

1

R:Oﬁi;iﬁ

U=y

C:0;=; +V2; +3i

N

7z’ +iz+6=0
zZ°+iz+6=0
A=i2—24=—25=(5i)2

_—iiSi
=7
—i—5i —i+5i
Z =
2 V.z= 2
z=-3i z = 2i
N,Ny,Z Q,R: @
C: —3i; 2i

z2—-3iz+10=0
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z>—=3iz+10=0
A =9i2 — 40 = —49 = (7i)?

i+ 7i
=7
3i—7i 3i+7i
=T v ET T
z=-2i z =b5i
N,N,,Z, Q,R: @
C: —2i; 5i

Przyklad Roztozy¢ wielomiany zespolone na czynniki liniowe

w(z) =z%-1

wiz)=z2+1
w(z) =2z2-2z+10
w(z) =z*—-16

w(z) =2z —-2z+4

w(z) = (23 —22)(2z - 1)(z*> +9)
w(z)=z+iz+6

w(z) =z%? - 3iz+ 10

Rozwigzanie

w(z) =z%-1

Miejsca zerowe wielomianu: 1
=wiz)=>0z-1Ez+1)

w(z)=z2+1

Miejsca zerowe wielomianu: i
=wz)=(z-i)(z+1i)

w(z) =2z%2-2z+10

Miejsca zerowe wielomianu: 1 + 3i

=wiz)=02Z-1-3)Ez—-1+3i)

w(z) =z*—-16

Miejsca zerowe wielomianu: +2; +2i

= wx) =(z—2)(z+ 2)(z - 2)(z+ 20)

w(z) =z%2-2z+4

Miejsca zerowe wielomianu: 1 + iv/3

=w@)=EZ-1-iV3)(z-1+iV3)

SAMORZAD
WOJEWODZTWA
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o w(z)=(z3-22)(2z-1)(z*+9)
w(z) =2z(z?-2)(2z-1)(z2 +9)
Miejsca zerowe wielomianu: 0; +V2; %; +3i

wp(z) =az"+ -+ a,z + q _ wyp(2) = a,(z...) ..
w(z) = 225 + - = =2 w(z) = 2(z..) ..

= w(z) = ZZ(Z — \/E)(Z + \/E) (z — %) (z —3i)(z + 3iQ)

e w(i2)=2z%?+iz+6
Miejsca zerowe wielomianu: —3i; 2i
= w(z) = (z+ 3i)(z — 2i)
e w(z)=2z2-3iz+10
Miejsca zerowe wielomianu: —2i; 5i
= w(z) = (z+ 2i)(z — 5i)
1.4. RACHUNEK ROZNICZKOWY FUNKCJI JEDNEJ ZMIENNEJ I JEGO
ZASTOSOWANIE TECHNICZNE
Podstawowe pojecia i twierdzenia

Definicja Pochodng funkcji f (x) w punkcie x, nazywa si¢ granica ilorazu r6znicowego

Ax—0 Ax x-xy X—Xo

(o ile istnieje i skonczona), gdzie Ax = x — x, — to jest przyrost
argumentu, wtedy jak Af = f(x) — f(x,) — przyrost funkcji. Innymi stowy, pochodng nazywa
si¢ granica ilorazu przyrostu funkcji do przyrostu argumentu przy tym, ze przyrost argumentu

dazy do zera o ile taka granica istnieje i skoficzona. Pochodng funkcji f(x) w punkcie x,
oznaczamy przez f'(x,) lub g | e=x,-

Definicja Funkcja, ktora ma pochodna w punkcie x, nazywa si¢ rozniczkowalna w
punkcie x4. Funkcja, ktora réozniczkowalna w kazdym punkcie ze swojej dziedziny nazywa si¢
rozniczkowalna.

Dalej w danym rozdziale wszystkie funkcje beda rézniczkowalne.

Dla obliczania pochodnej korzystamy z wymienionych nizej wzorow 1 regut
rézniczkowania.

Wzory réozniczkowania:

e (C)Y)=0 CeR

e (XM =n-x"1Ln=+0
e (x)=1
o (x?) =2x
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e (a¥)' =a*lna, a>0,a+1
PY (ex)lzex

e (log,x) =L, a>0a+1

xlna
' 1
e (Inx)' = -

e (sinx)' =cosx

e (cosx) =-—sinx
1
r_
¢ (tg x) " cos2x
"
¢ (Ctg x)' = sinZ x

N 1
e (arcsinx) ==
-1

e (arccosx)’ ==

e (arctgx)' = 0

e (arcctgx)’ = 1;62

e (sinhx)' = coshx

e (coshx)' =sinhx

1
cosh?x

o (thx)' =

1
sinh? x

e (ctghx) =-—

Reguly rézniczkowania: jezeli funkcje u, v rézniczkowalne, to
o (C-uw)=C-u, CeR (staly wspotczynnik)
e (utv) =u +v' (pochodnasumy /rdznicy)

e (u-v) =u-v+u-v" (pochodnailoczynu)

(E) =", v#0 (pochodna ilorazu)

v V2

e u(v)=u"-v" (pochodna funkcji ztozonej)

SAMORZAD
WOJEWODZTWA
WIELKOPOLSKIEGO

Przyklad Obliczy¢ pochodng funkcji f(x) = 5x+ 2 w punktach x, =0 i x5 =3

wedtug definic;ji.
Rozwigzanie

L x0=0:
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Ax=x—xg=x—0=x
f(x) =5x+2
flxo) =f(0) =2
Af =f(x) —f(xg) =5x+2—2=>5x

Af X
S ax TNy TR =3

Ax=x—xyp=x—3
f(x) =5x+2

flxo) =f(3) =17
Af =f(x) —f(xg) =5x+2—-17 =5x — 15

tim &L = 22T 20T 6y
Ax-0Ax  x-3 Xx — x-3 X —3 x-3
Przyklad Znalez¢é pochodne nastgpujacych funkcji, wykorzystujac wzory
rézniczkowania
o y=x° * yy=logsx o y,=x
* Yy =5" o ys=logs2
e y3=5° e ys=¢e®
Rozwigzanie
o y=x° * ys=logs2
y1 = 5x* yi =0
o y,=5" o ye=¢e’
vy, =5%In5 Ve =0
e y3=5° o y,=3x =x/5
y3 =0 yézlx—ll/S—sL
© yi=logsx > 53t
, 1
4 = xIn5

Przyklad Znalez¢ pochodne funkcji w punktach (o ile zaznaczone), wykorzystujac wzory

i reguty rézniczkowania

o y, =13 e y,=x3cosx, xo=0

3
Y, = COSX

° X

Vs =

CosXx

e y;=x3+cosx
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o )’6=%,x0=2 e yg=3%2x —coshx), x,=0
e y,=x°(*+2Inx), xo =1

Rozwigzanie
o y =x°
y1 = 3x?
® Yy, =COSX
y; = —sinx

Przyklad Znalez¢ pochodne funkcji ztozonych

ys; = x3 + cosx

y; = 3x? —sinx

ys = x3cosx, xg =0

ys = 3x% cosx — x?sinx

y'(0)=0
x3
ys - COosXx
, 3x? cosx + x3sinx
Ys = cos? x
2
Ve = 2;6__3’ Xo =2
,  2x(2x—3) —x?(2)  2x®—6x
Y6 =T (2x—3)2  (2x—5)2
V6(2) = —4

y, = x°(e* 4+ 2Inx), xo = 1

2
ys = 5x*(e* + 2Inx) + x° (ex + ;) = (5x* + x>)e* + 10x* Inx + 2x*

y7(1) = 6e + 2

yg = 3*(2x — coshx), x, =0
yg = 3*In3 (2x — cosh x) + 3*(2 — sinh x)
y5(0) = —In3 +2

Y1 = cos x?
y, = cos?x
y3; = sinhe*

Y, = eSinhx

o Y. = ex2+2x
o y.=(x?+2x)°
e vy, =In(sinhx)

e yg = In(sinh(Inx))
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Rozwigzanie
e y, =cosx? = cos(x?)
y; = —sinx? - (x%)' = —2x sin x?
e y, =cos?x = (cosx)?
y; = 2cosx - (cosx)' = —2cosxsinx = —sin 2x

e y; = sinh(e¥)

y3 = coshe* - (e¥)' = e* coshe®
ya = eShx . (sinh x)’" = 5" ¥ cosh x

yi = X2 . (x2 4 2x) = (2x + 2)e* X
* ¥o=(x*+2x)°
ye =e(x? +2x)¢7 1 (2% +2x) = e(2x + 2)(x? + 2x)°¢7 !

e vy, =In(sinhx)

, 1 , coshx
yr= sinh x (sinhx)" = inhx ctghx
e yg = In(sinh(Inx))
Ye = Sinh(na) (sinh(Inx))' = -cosh(Inx) - (Inx)

sinh(In x)

B cosh(ln x) 1 eah
~ xsinh(Inx) x B

Definicja Drugq pochodng funkcji f (x) nazywa sie pochodna pochodne;j tej funkcji (f')’
(o ile ona istnieje); trzecig pochodng funkcji f(x) jest pochodna drugiej pochodnej (f'")'; itd.;
n-tg pochodng funkcji f(x) nazywa sie¢ pochodna (n — 1)-e¢j pochodnej funkcji f(x).
s fr = & f(n) =4

Pochodn zszych rzedow oznaczamy przez = = = .
ochodne wyzszych rzedow oznaczamy przez f ppT T Tan

Przyklad Znalez¢ pochodne wskazanego rz¢du w punktach (o ile zaznaczone)

y =e¥,y™,y'(2),y"(1),y®(0),y™(0)

Rozwigzanie
y = eSx
y’ — 5€5x ym — 5365x y(n) — SneSx,
y'(2) = 5e'° y"'(0) =125 neN
y' = 52¢%* y™(0) = 57
y" (1) = 25e°
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Twierdzenie (Regula de L’Hospitala) Jezeli pod granicg jest jeden z symboli

. 0 o . . . . o . . . .
nieoznaczonych [5’ ;], to granica nie ulegnie zmian przy osobnym rézniczkowaniu licznika

i mianownika, mianowicie

PNV LV PR
g 1o Y el T @
Przyklad Obliczy¢ granicy funkcji
. x242x+1 . tg7x
. lm ©
x3+2x%+x ° limarctgx
i T2 a1 x—0 2X

x—1 X2-3x+2

Rozwigzanie

!
. xZ42x+1 0 . (x?+2x+1) . 2x+2 0
e lim = |[—|| = lim ~——=~= lim = |[—|| = lim
x—oo (5x2-4)

x—o0 5x%2-—4 ) x—oo 10x [e's

. 2

lim —=0,2

x—oo 10

!

. x3-2x%+x 0 . (x3-2x2+x) . 3x%—4x+1 0
o lim—————=|-| = S = limY—— = —

x—1 x2-3x+2 0 x-1 (x?-3x+2) x->1 2x-3 -1

tg7 0 (tg7x)’ T 7

. x . x . 2 .
e lim= =[H]=11mg—,=hmM=hm =

x-0 X 0 x-0 (%) x>0 x>0 cos2 7x

t 0 (arct )’ : 1

. arctgx . (arc . 2 .
. 11m—g=[H]=hm—,=hm1+—x=hm =

x—-0 2X x—0 (2x) x—0 x—0 2(1+x2)

Rownanie stycznej do wykresu funkcji

. (2x+2)'

x—oo (10 )’ -

1

2

Styczng do wykresu funkcji cigglej y = f(x) w punkcie (xq; Vo), Vo = f(x,) mozna

znalez¢ ze wzoru

y—=Yo = f"(x0)(x — x0)

Monotonicznos¢ funkceji, optymalizacja

Monotonicznos¢ funkcji oznacza, ze funkcja jest rosngca (7/7), niemalejagca (7),

malejgca (\VY), nierosngca () lub stata.

Ekstrema funkcji — to maksymalna i minimalna warto$ci funkcji. Sa roézne rodzaje

ekstrema — ekstrema lokalne, ekstrema absolutne (globalne), w domknietym przedziale,

wlasciwe lokalne lub absolutne. Zwykte badamy ekstrema lokalne w catej dziedzinie funkcji

oraz ekstrema absolutne w domknigtym przedziale. Dalej, gdy nie bedzie zaznaczono innego,

mowimy o ekstremach lokalnych.

Ekstremum (lokalny) funkeji: (twierdzenie Fermata, warunek konieczny) jesli funkcja

ma ekstremum w punkcie x, oraz jest rozniczkowalna w tym punkcie, to f'(x,) = 0. Punkty,

w ktorych f'(xy) = 0 zwane sg punktami stacjonarnymi funkcji f (x). Inaczej mowiac, punkty
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podejrzane o ekstremum funkcji szukamy ws$rod punktow stacjonarnych tej funkcji oraz
punktow (z dziedziny funkcji), w ktdrych pochodna nie istnieje.
Monotoniczno$¢ funkcji (warunek dostateczny): jesli funkcja f(x) jest rézniczkowalna
w punkcie x, oraz
e f'(xy) > 0, to funkcja f (x) jest rosngca w punkcie x;;
e f'(xy) <0, to funkcja f(x) jest malejaca w punkcie x.
Monotoniczno$¢ w punkcie oznacza monotoniczno$¢ w jego dos¢ matym otoczeniu.
Algorytm 1 szukania ekstremow (oraz przedziatéw monotonicznosci) funkcji f(x):
e wypisujemy dziedzing Dy funkcji f(x);
e obliczamy pochodna funkcji f'(x);
e szukamy miejsca zerowe pochodnej f'(x) = 0 oraz punkty, w ktorych Af'(x), z
czego otrzymujemy kandydatéw na ekstremum;
e badamy znak pochodnej w do$¢ matym otoczeniu kazdego z otrzymanych
kandydatow, tak wiec:
e jesli pochodna f'(x) w punkcie x, zmienia znak z ,,+” na ,,—”, to x, jest
punktem maksimum;
e jesli pochodna f'(x) w punkcie x, zmienia znak z ,,—” na ,,+”, to x, jest
punktem minimum.
Algorytm 2 szukania ekstreméw funkcji f(x):
e wypisujemy dziedzing Dy funkcji f(x);
e obliczamy pochodna funkcji f'(x);
e szukamy miejsca zerowe pochodnej f'(x) = 0 oraz punkty, w ktorych Af'(x),
z czego otrzymujemy kandydatow na ekstremum;
e obliczamy drugg pochodng w znalezionych kandydatach na ekstremum, tak wigc:
e jesli druga pochodna f"'(x) > 0,to x, jest punktem minimum;
e jesli druga pochodna f"'(x) < 0,to x, jest punktem maksimum.
Twierdzenie (Weierstrassa o kresach) Ciaggla funkcja okreslona w domknigtym
przedziale f: [a, b] = R osigga swoje maksymalng i minimalng warto$ci w tym przedziale.
Innymi stowy, ciagglta funkcja w domknietym przedziale zawsze ma doktadnie jeden
minimum 1 jeden maksimum (tak zwane ekstrema absolutne w domknigtym przedziale).

Przyklad Znalez¢ przedzialy monotonicznosci oraz ekstrema lokalne funkcji

. =% o f(0) =

x3

3x+3
%2
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e filx)=

ex
3

X
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Dziedzina Dy, = R\{0}

* X %

* oy X

e*x’ —e*3x* e*(x—3)

fikx) =

x6

e*(x —3)

fi)=0 e

x4

x4

=0

e*(x—3)=0Ax*#0

x=3Ax#0

SAMORZAD
WOJEWODZTWA
WIELKOPOLSKIEGO

Pochodna f}(x) nie istnieje w punkcie x = 0 ale 0 € Dy, co oznacza, ze ona

istnieje we wszystkich punktach z dziedziny funkc;ji

x (—o0;0) (0;3) 3 (3;0)
fi(x) <0 <0 0 >0
f1(x) Y Ny loc min 27
_ e
flmin - ﬁ
ed @3
f1(3) = 35 =55 ~ 0744
3x+3
e fr(x)= :

Dziedzina Dy, = R\{0}

3x+3

e = (5

f2(x

)' _3x?—-2x(3x+3) -3x-6

x4

)=0 & e

—3x—6

—3Bx—6=0Ax3#0

x=—-2Ax#0

x=-2

-3 2
flo = 20D

X

x3

Pochodna f; (x) nie istnieje w punkcie x = 0 ale 0 & Dy,, co oznacza, ze ona

istnieje we wszystkich punktach z dziedziny funkc;ji

x (—0; —2) -2 (=2;0) (0; )
f2(x) <0 0 >0 <0
fo(x) A9V loc min A2 NN

fzmin =-075
fz(—z) =—0,75
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Przyklad Wyznaczy¢ ekstrema absolutne w domknigtym przedziale
o fi(x) =x3—9x%+ 24x,x € (0,3)
¢ FW =5, xe14)
Rozwigzanie
o fi(x) =x3—9x%+ 24x,x € (0,3)
Dziedzina Dy, = (0,3)
fi(x) =3x2—18x+24=3(x>—-6x+8)=0 ©@x=2Vvx =4
fi)y=0v aAffx) @ex=2vx=4
2 €(0,3),4 ¢(0,3)

f1(0) =0
f1(2) =20
f1(3) =18

f1min =f1(0)=0
fimax = f1(2) = 20
o KW =5x€(14)
Dziedzina Dy, = (1,4) < R\{0}
f(x) =0 Vvaf;(x) & x=3
(punkt x = 0 nie rozstrzygamy, bo 0 & Dr,)
3 €(1,4)
f() =e

e3
3) =—==0,744
£(3) =5

4

£,(4) = % ~ 0,853
3
fomin = (3 =52
fomax = (D) =e
Wklestos¢, wypuklos¢ funkcji, punkty przegiecia
Wklestos¢ 1 wypuktos¢ funkcji to sg wlasnosci o wykresu funkcji a stycznej do niego.
Definicja Funkcja nazywa si¢ wypukia (wklesta) w pewnym przedziale, jezeli styczna w
kazdym punkcie z tego przedziatu lezy pod (nad) wykresem samej funkcji.
Rowniez sg inne okreslenia, tak wigc wypukla = wypukla w dol, wklesta = wypukta w
gore.
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Twierdzenie (warunek dostateczny) Jesli funkcja f(x) dwukrotnie rézniczkowalna w

przedziale (a, b) jest
e wypukta w (a, b), to dla kazdego x, € (a, b) zachodzi "' (xy) > 0;
e wklestaw (a, b), to dla kazdego x, € (a, b) zachodzi f''(x,) < 0.

Definicja Punktami przegiecia zwane sa punkty, w ktérych funkcja z jednej strony jest
wypukta lecz z drugiej strony — wklesta.

Punkty przegiecia funkeji (warunek konieczny): jesli x, jest punktem przegigcia
dwukrotnie rézniczkowalnej funkcji f(x), to f"'(x) = 0. Inaczej méwiac, kandydatow na
punkty przegiecia funkcji szukamy wsréd miejsc zerowych pochodnej drugiego rzedu tej
funkcji oraz punktéw (z dziedziny funkcji), w ktorych druga pochodna nie istnieje.

Algorytm 1 szukania punktéw przegiecia (oraz przedzialow wklestosci i wypuktosci)
funkcji f(x):

e wypisujemy dziedzing Dy funkcji f(x);

e obliczamy drugg pochodng funkcji f" (x);

e szukamy miejsca zerowe drugiej pochodnej f''(x) = 0 oraz punkty, w ktorych
Af"(x), z czego otrzymujemy kandydatéw na punkty przegiecia;

e badamy znak drugiej pochodnej w dos¢ matym otoczeniu kazdego z otrzymanych

kandydatow, tak wiec:

e jesli f"(x) w punkcie x, zmienia znak z ,,+” na ,,—” , to X, jest punktem
maksimum;

e jesli f"(x) w punkcie x, zmienia znak z ,,—” na ,,+”, to x, jest punktem
minimum.

Przyklad Znalez¢ przedzialy wklgstosci, wypuktosci oraz punkty przegigcia funkcji
— A3 2 x
o fi(x)=x>—9x°+ 24x o f(x)= 3_3

X

Rozwigzanie
o fi(x)=x3—9x? +24x
Dziedzina Dy, = R
fi(x) =3x% — 18x + 24
1 (x) =6x—18
Druga pochodna f;" (x) istnieje we wszystkich punktach z dziedziny funkcji

7(x)=0ex=3

x (=0 3) 3 (3; +)
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punkt przegigcia
(%) <0 0 >0
fi(x) wklesta 18 wypukta

. HW =5

Dziedzina Dy, = R\{0}

o =

_e*(x?—6x+12)

e*(x —3) xe*—3e”

fa(x) =

x4

x4

x5

x8

xe* — 3ex)' _ (e* +xe* —3e*)x* — 4x°(xe* — 3e¥)

Druga pochodna f,’ (x) istnieje we wszystkich punktach z dziedziny funkcji

/(1) =0 o

e*(x? —6x +12) 0

x5

X2 —6x+12=0Ax+#0

Vx:x2—6x+12>0

X (—0; 0) 0¢ Dy, (0; +0)
punkt przegiecia

5 (%) <0 2 >0

fo(x) wklesta A wypukta

Asymptoty wykresu funkcji
Definicja Asymptotq wykresu funkcji nazywa si¢ prosta, jezeli odlegtos¢ od punktu
wykresu a prosta dazy do zera przy oddalaniu si¢ tego punktu w sposob nieograniczony.
Sa dwa rodzaje asymptot wykresu funkcji:

e pionowa: prosta y = a jest asymptotg pionowa wykresu funkcji y = f(x), jesli

o lim f(x) = Tt asymptota lewostronna
x—->a~ | — OO
. [+ 00
e lim f(x) = = asymptota prawostronna
x—at [ —00
[ (0]
e lim f(x) = oo oraz lim f(x) = [+ = asymptota obustronna
x-a~ —00 x—at —00

e ukosna (w tym pozioma): prosta y = kx + b jest asymptota ukosng wykresu
funkcji y = f(x), jesli istniejg skonczone granice
f(x)

k= lim —
° xX—>—o0o X

= asymptota lewostronna
b= lim (f(x) — kx)
X——00
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k= lim {2
X—+o0 X = asymptota prawostronna

b = xlirpm(f (x) — kx)
Niektore zastosowania rachunku rozniczkowego funkcji jednej zmiennej
Rachunek rézniczkowy funkcji jednej zmiennej gra istotng rol¢ w wielu innych naukach,
umozliwiajac analize zmian. Jesli mamy jakakolwiek warto$¢ w postaci funkcji, to za pomoca
pochodnej mozemy rozwigza¢ zadanie optymalizacji tej funkcji, znalez¢ przedziaty, w ktérych
funkcjg jest rosngca badz malejgca. Pochodna jest instrumentem mierzacym zmiany funkcji,
mianowicie jak zmienia si¢ funkcja przy matych zmianach argumentu. Z innej strony

elastycznos¢ Ef funkcji f = f(x) — to jest stosunek wzglednej (lub procentowej) zmiang same;j

funkcji %(;)) do wzglednej (procentowej) zmiany argumentu Ax—x, mianowicie
75 f ()
f(x) Af(x X X ,
Bp=tp— =~ o ()
ax Ax  f(x)  f(x)

X

Innymi stowy, z tego, ze elastyczno$¢ funkcji f(x) w punkcie x, wynosi np. 5, dowiemy sig,
ze warto$¢ funkceji w punkcie x, wzrosnie o 5% przy zwigkszeniu argumentu x o 1%.

W przypadku ruchu jednowymiarowego (w kinematyce), predkos¢ chwilowa v(t) =
s'(t) jest pochodng funkcji drogi s(t) wzgledem czasu, przyspieszenie chwilowe z kolei
a(t) = v'(t) = s"(t) jest pochodng predkosci lub druga pochodng drogi. To jest zwigzane z
tym, ze predkos$cia jest szybko§¢ zmiany potozenia, wtedy jak przyspieszeniem wystgpuje
szybko$¢ zmiany predkosci. ROwniez wazna jest sytuacja, kiedy ciato porusza si¢ jednostajnie
zmiennie, co oznacza stalo$¢ przyspieszenia a = const. Wtedy predkos¢ bedzie okreslona
wzorem v(t) = at + v,, a droga s(t) = vyt + ath, gdzie v, jest predkoscia poczatkows.

W sterowaniu maszynami pochodna réwniez znajduje swoje zastosowanie. W ten sposob,
pozycja robota oraz jej zmiana moze by¢ opisana przez pochodng wzgledem czasu (drugie
prawo Newtona)

F = mﬁ
dt?
gdzie F to sita, m —masa, s = s(t) — przemieszczenie, t — czas, a(t) = s (t) — przyspieszenie.

Innym waznym zadaniem jest plynno$¢ ruchu robota na skrzyzowaniach, ktore jest
wprost zwigzane z minimalizacja predkos$ci lub przyspieszenia.

Oprocz tego rachunek rozniczkowy jest podstawa rachunku catkowego oraz rownan

rozniczkowych jak zwyczajnych tak 1 w pochodnych czastkowych. Réwnania rézniczkowe w

swoja kolej ,nieskonczenie wiele” zastosowan w fizyce (rdwnanie Newtona, Maxwella,
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Schrédingera), inzynierii 1 mechanice (opisujg ruch mechanizméw), automatyce 1 robotyce

(sterowanie automatyczne, grafice komputerowej) i wiele innych.

Przyklad Wyznaczy¢ elastyczno$¢ funkcji f(x) = i—: w punktach x; = 41x, = 2.

Rozwigzanie
ot
f(4) = o1
o €"(x—3)
[0 ==
ot
free) = f'®) = o=
Er () = 7o f'Ga)
Ec(4) = 4. e =1
O
64

Ostatnie oznacza, ze zwigkszenie argumentu o 1% powoduje zwigkszenie wartosci
funkcji o 1%.

2

e
f@ =5
*(x -3
Fra =Y

2

) =@ ="

E;(xy) = %'f’(xz)
2 —e?

E@) =z 45 ="1
T

Ostatnie oznacza, ze zwigkszenie argumentu o 1% powoduje zmniejszenie wartosci
funkcji o 1%.
Przyklad Prostoliniowy ruch samochodu okre$lony rownaniem s(t) = 0,2t3 + 0,01t
(czas jest mierzony w sekundach, droga — w metrach). Znalez¢
e o ile przemiesci si¢ w czasie 30 sekund;
e jaka bedzie miatl predkos¢ chwilowa po 30 sekundach ruchu;

e jakie bedzie przyspieszenie po 10 sekundach ruchu?

Rozwigzanie

e o ile przemiesci si¢ w czasie 30 sekund
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s(30) =180,3m

e jaka bedzie miat predkos$¢ chwilowa po 30 sek. ruchu
v(t) = s'(t) = (0,2¢% + 0,01¢t)’ = 0,4t + 0,01
v(30) = 12,01 m/s
e jakie bedzie przyspieszenie po 10 sekundach ruchu
a(t) =v'(t) = (0,4t + 0,01)' = 0,4 m/s?
Przyspieszenie jest state i wynosi 0,4 m/s?.
Przyklad Trajektoria ruchu punktu materialnego okre$lona rownaniem s(t) = 0,25t% +
10t (czas jest mierzony w sekundach, droga — w metrach). Znalez¢
e o ile przemiesci si¢ obiekt po 5 sekundach ruchu;
e ile wynosi predko$¢ poczatkowa;
e ile wynosi predkos¢ chwilowa w momencie t = 10 s;
e czy porusza si¢ obiekt jednostajnie zmiennie 1 jakie jest w tym przypadku
przyspieszenie?
Rozwigzanie

e o ile przemiesci si¢ obiekt po 5 sekundach ruchu

s(5) =56,25m
e ile wynosi predkos¢ poczatkowa

v(t) = s'(t) = (0,25t% + 10t)' = 0,5t + 10
v(0) = 10 m/s = 36 km/h

e ile wynosi predkos¢ chwilowa w momencie t = 10 s

v(t) = 0,5t + 10
v(10) = 15m/s = 54 km/h
e czy porusza si¢ obiekt jednostajnie zmiennie i1 jakie jest w tym przypadku

przyspieszenie
a(t) =v'(t) = (0,5t + 10)" = 0,5 = const
Tak, obiekt porusza si¢ ze statym przyspieszeniem, ktore wynosi a = 0,5 m/s?.
Przyklad Droga hamowania samochodu na suchym asfalcie opisana wzorem
s;(t) = 50t — t2
Znalez¢ predkos¢ poczatkowa oraz kiedy samochodd skonczy jazde 1 o ile przemiesci si¢ od

poczatku hamowania?
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Rozwigzanie

Niech droga bgdzie mierzona w tzw. jednostkach drogowych (jed.d.), wtedy jak czas —
jednostkach czasowych (jed.cz.).
Samochdd skonczy jazdg wtedy i tylko wtedy, kiedy go predkos$¢ bedzie wynosita 0.
s, (t) = 50t — t?
v, (t) =s'(t) =50 — 2t
v,(0) =50
Predkos¢ poczatkowa to jest 50 jed.d./jed.cz.
1) =0=50-2t=0=1t=25
Czas hamowania na suchym asfalcie wynosi 25 jed.cz.
51(25) = 625
Samochdd przemiescei si¢ 0 625 jed.d. od poczatku hamowania.
Przyklad Droga hamowania samochodu na mokrym asfalcie opisana wzorem
s,(t) = 50t — 0,12
Znalez¢ predkos¢ poczatkowa oraz kiedy samochodd skonczy jazde i o ile przemiesci si¢ od
poczatku hamowania?
Rozwigzanie
Niech droga bedzie mierzona w tzw. jednostkach drogowych (jed.d.), wtedy jak czas —
jednostkach czasowych (jed.cz.).
Samochod skonczy jazde wtedy 1 tylko wtedy, kiedy go predkos¢ bedzie wynosita 0.
Obejrzymy przypadki hamowanie w jasng pogodg i po deszczu.
Hamowanie na mokrym asfalcie:
s,(t) = 50t — 0,12
v,(t) = s5(t) =50 — 0,2t
v,(0) =50
Predkos¢ poczatkowa to jest 50 jed.d./jed.cz.
v(t) =0 50—-02t =01t =250
Czas hamowania na suchym asfalcie wynosi 250 jed.cz.
5,(250) = 6250
Samochdd przemiesci si¢ 0 625 jed.d. jednostek drogowych od poczatku hamowania.
Przyklad Obiekt porusza si¢ prostoliniowo zgodnie z trajektorig s(t) = e* — 1 (czas jest
mierzony w sekundach, droga — w metrach). Znalez¢

e o ile przemiesci si¢ obiekt po 5 sekundach ruchu;
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e ile wynosi predkos$¢ chwilowa w momencie t = 5 s;
e czy porusza si¢ obiekt jednostajnie zmiennie.
Rozwigzanie
e o ile przemiesci si¢ obiekt po 5 sekundach ruchu
s(5) =e®*—-1=~14741m
e ile wynosi predko$¢ chwilowa w momencie t = 5's
v(t) =s'(t) =(et —1) =¢€t
v(5) = e° ~ 148,41 m/s
e czy porusza si¢ obiekt jednostajnie zmiennie
a(t) =v'(t) = (e¥)’ = et # const
Nie, poniewaz przyspieszenie nie jest stala, a jest funkcja wyktadnicza.
Rozniczka funkcji jednej zmiennej
Roézniczka funkcji jednej zmiennej nazywa si¢ zmiana funkcji wzgledem zmiany
argumentu. Innymi stowy, rozniczka funkcji f(x) nazywa sie
df (x) = f'(x)dx
Zastosowania rozniczki powstaja w obliczeniach przyblizonych oraz w rachunku
catkowym funkcji jednej zmiennej, ktore beda doktadnie opisane w kolejnych rozdziatach.
1.5. RACHUNEK CALKOWY FUNKCJI JEDNEJ ZMIENNEJ I JEGO
ZASTOSOWANIE TECHNICZNE
Rachunek catkowy wraz z rachunkiem rézniczkowym tworza podstawowy oraz jeden z
najwazniejszych dziatow analizy matematycznej, zwany ,,Rachunkiem”. Catkowanie funkcji
jest dzialaniem odwrotnym do rézniczkowania, ale w przeciwienstwie do pochodnej, catka nie
jest taka jednoznaczna, mianowicie jest okreslona z doktadnoscig do state;.
Calka nieoznaczona
Definicja Funkcjq pierwotng funkcji f(x) nazywa si¢ taka funkcja F(x) (o ile ona
istnieje), pochodna ktorej jest rowna danej funkcji f(x), tzn. F'(x) = f(x).
Przyklad Sprawdzi¢, czy sa wymienione nizej funkcji F;(x) pierwotnymi odpowiednich

funkeji f; ()

Fi(x) = —sinx, f;(x) = cosx

F () = x2, f,(x) = x

F3(x) = 2%, f3(x) = 5

F,(x) = arccos x, f,(x) = arcsinx

Fs(x) = e*, Fg(x) =e*+1,F,(x) =e* —1, Fg(x) = e* + const,
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fs(x) =e*
Rozwigzanie
o F/(x) =(—sinx)' = —(—cosx) = cosx = f;(x)
jest
e =0 =2x* f(x)=x
nie jest
¢ F(0)=(@%) =2*In2#f(x) =7
nie jest
e F,(x)= (arccosx)' = —ﬁ # fi(x) = arcsinx
nie jest
o F.(x)=¢e* Fg(x)=e*+1,F,(x) =e*—1, Fg(x) = e* + const,
fs(x) =e*

Fs(x) = (e") = e* = fs(x)

Fe(x) =(e*+1) =e* = f5(x)

F7(0) = (e* = 1) =e* = f5(x)

Fg(x) = (e* + const)’ = e* = fz(x)

tak, F5_g(x) sa pierwotnymi funkcjami f5(x).

Latwo zauwazy¢, ze funkcja pierwotna okreslona z doktadno$cia do stalej C € R,
mianowicie jezeli F (x) jest pierwotng funkcji f(x), to dla jakiejkolwiek liczby rzeczywistej C
funkcja F(x) + C rowniez bedzie pierwotng funkcji f(x).

Definicja Zbior wszystkich funkcji pierwotnych {F(x) + C|C € R} nazywa si¢ catkg
nieoznaczong funkcji f(x). Oznaczamy przez [ f(x)dx = F(x) + C,C € R. Funkcja f(x)
nazywa si¢ funkcjq podcatkowq, wtedy jak f(x)dx — wyrazem podcatkowym. Funkcja, dla
ktérej istnieje funkcja pierwotna, nazywa si¢ catkowalna.

Twierdzenie Funkcja ciggta (w przedziale) jest calkowalna (w tym przedziale) .

Dalej, jezeli nie bedzie zaznaczono przeciwnego, niech kazda funkcja bedzie ciagla, z
czego bedzie wynikata jej catkowalnos¢.

Tak samo jak w rachunku ro6zniczkowym, rzadko korzystamy z definicji aby znalez¢
caltke. Natomiast wykorzystujemy wzory, reguty (wlasno$ci) oraz metody catkowania.

Wzory calkowania: ponizsze wzory prawdziwe w przedziatach, w ktérych odpowiednie

funkcje ciaggle

xTL

+1
e [x"dx= 1+C,n;t—1,CEIR§

n+
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e [ldx=x+CCE€eR
e [Adx=Ax+C,A=const,C €R

[dx=In|x|+C,CER

e [a*dx="+Ca>0a#1CER
e [e¥dx=e*+C,CER

e [sinxdx=-cosx+C,C€ER

e [cosxdx=sinx+C,C€eER

e | L dx = —ctgx+C,C€ER

sinZ x

e [——dx=tgx+C,CER

cos?x

e [sinhxdx =coshx+C,C€R
e [coshxdx =sinhx+C,C€R

e | L dx = —ctghx+ C,C €R

sinh? x

e | L dx =tghx+C,C €R

coshZ x

1 1 X
o fx2+a2dx—Zarctgz+C,a¢0,C€R
e [

(tzw. logarytm wysoki)

+C,a#0,CER

1 x—a
dx =—In|—
x2—q? 2a x+a

1 . X
fﬁdx—arcsmz+6’, a+0,CER

fﬁdx=ln|x+\/m|+6, b#0,C€eR
(tzw. logarytm dhugi)
Wiasnos$ci calkowania (liniowos¢): u = u(x),v = v(x)
e [Audx=A-fudx, AER
(staty wspotczynnik)
e f(uxv)dx=[udxt [vdx
(catka sumy / r6znicy)

Metody calkowania:

e calkowanie przez podstawienie e calkowanie wymierne
e catkowanie bezposrednie e caltkowanie pierwiastkowe
e catkowanie przez czesci e catkowanie trygonometryczne

Przyklad Znalez¢ catki nieoznaczone
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e [5x*dx o f(;—x)dx
e [(x—3)dx 3 1
! o [(F+5-2)dx © I
o [(5x*+e*)dx X3 x )
! o [|—=dx
e [2cosxdx o Japdx IVx2—12
2 1 o [—1 _dx
y fsinzxdx * fx2+16 dx fw/zs—xz
1
1
. f(x2 +x—2) dx o [odx
Rozwigzanie

5
. f5x4dx=5fx4dx=5-x?+C=x5+C,C€]R

. f(x—B)dx=fxdx—3f1dx=xZ—2—3x+C,C€]R
o [(Gx*+eM)dx=5[x*dx+ [e*dx=x"+e*+(C,CER
. f2cosxdx=2fcosxdx=251nx+C,C€]R

- I

. f(xz+xiz)dx=fx2dx+fx‘2dx=§+§+C=§—;+C,CER

=-2ctgx+C,CER

sinZ x

° f(%_X)dx=f%dx_fxdx=ln|x|—xz—Z-I—C,CE]R
x4 —2

. f(£+i—3)dx=%fx3dx+2fx‘3dx—2f§dx=% :+2 —-

2 x3  x -2

4
21nx+c="——iz—21nx+c,0eR
8 x

o [o—dx=[ode=ZIn|S+c=im[=]+cceRr
. fxzimdx:fmdx=zarctg—+C,CE]R

. —fzmzx—F n[=%|+ccer

. fx2+2 _fx2+(«/_) = arctig =+ C,CER

. fﬁdx=ln|x+m|+C,CER

. fﬁdx=ln|x+ﬁ|+€,€€ﬂ%

. 1 X
| g=dx =] m=dx=arcsins+C,CER
Calkowanie bezposrednie:

ff(x)dx=F(x)+C,CE]R=>ff(kx+b)dx=%F(kx+b)+C,CE]R
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Stownie: jesli we wzorach catkowania argument funkcji podcatkowej x zastagpimy przez
funkcje liniowa kx + b, to po catkowaniu otrzymamy wspotczynnik %

Przyklad Znalez¢ catki nieoznaczone

o [(5-7x)"dx, o [e¥dx * fsinhlZ 2x dx
n*-—1 e [sinh5xdx . [
1 x“+2x+5
e | dx e [cos(5—7x)dx )
5-7x . f dx
1 x2+2x-3
o [——dx o [—
Tx+5 cos“ 3x . f 1 dx
o f53_x dx ° fcosh(l —x) dx Vax?+4x+10
Rozwigzanie

e JG-Torde= [ETDETTRAS]) L G o Goron

k=—-7 -7 n+1 T —7(n+1)
C,CeER
1 _fkx+b=—-7x+5]_ 1 _
. f5_7xdx—[[ k= _7 ]]—_—71n|5 7x|+ C,C €R
. f7x1+5dx=[[kx+]lz:;x+5ﬂ=§1n|7x+5|+c,CeR
3— _fkx+b=—-x+3]_ 1 5~ _ 5
o [5%Fdx =] o |=%-3-+c=-*—+cceRr
. fegx+1dx:[[kx+£i§x+1ﬂ:le3x+l+c'C€R
o fsinthdx=[[klei§5x]]=lcosh5x+C,CER
e [cos(5—7x)dx = [[kx +Z i :';x + 5]] =_i751n(5 —-7x)+C = —%sin(S -
7x)+ C,C eR
1 _fkx+b=3x] _1
o [—o—dr=| i |=3tg3x+ccer
e [cosh(1l—x)dx = [[kx +kb_=_—1x + 1H = _ilsinh(l —x)+ C = —sinh(1 —
x)+C,CeR
1 _kx+b=2x] _1, _ 1
. fsinhZZxd —H k=2 ]]—2( ctg2x) + C = ~ctg2x+C,C€R
x> +2x+5
1 2 _ 1 _Tkx+b=x+17 _
¢ fx2+2x+5dx—ﬁx(}jﬁf);}—i;‘lm—f(x+1)2+22dx—[[ k=1 ]]_

arctgx +1)+C,C€R
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x> +2x-3
1 2 _ 1 _Tkx+b=x+17 _
fx2+2x—3 dx = ﬁx(;__l_zf)-;_l 2_24N - f(x+1)2_22 dx = [[ k=1 ]] B

1
—lr1|
2

x+1-2
x+1+2

|+C=%ln

"—‘1|+C,CelR
x+3

4x°% +4x + 10 =

1 1
fV4x2+4x+10 dx = |[ (2x+1)%*+9 H B f\/(2x+1)2+9 dx =

[[kx+b=2x+1
k=2

VaxZ +4x+ 10|+ C,C € R

]]=%1n|2x+1+\/(2x+1)2+9|+C=%1n|2x+1+

Calkowanie przez podstawienie (metoda zamiany zmiennej):

gx) =t
[ Floe)g' ey dx = |d(g) = de| = [ F@de =F(©) + € = = g0]
g'(x)dx = dt

= F(g(x)) +C,CER

Schemat: krok 1: wybieramy funkcje, ktorg chcemy zamienic¢; krok 2: zamieniamy; krok
3: r6zniczkujemy zamiang; krok 4: otrzymujemy wyraz, na ktory zamieni si¢ rozniczka; krok
5: przepisujemy catke przez nowy argument; krok 6: catkujemy; krok 7: wracamy do
poczatkowego argumentu; krok 8: otrzymujemy odpowiedz. Uwaga do krokow 1 i 4: zamiane
wybieramy sami tak aby w wyniku catka byla przepisana w calo$ci w nowej zmiennej (nie
moze by¢ w jednej calce jednoczes$nie dwa argumenty) oraz funkcja podcatkowa byta taka,
ktora nadaje si¢ do catkowania.

Catkowanie bezposrednie jest jednym z przypadkéw calkowania przez podstawienie,
mianowicie je$li przy calkowaniu funkcji zamiast catkowania bezposredniego mozna
skorzysta¢ z zamiany kx + b = t, co daje ten sam wynik.

Przyklad Znalez¢ catki nieoznaczone

e [2xcos(x?—1)dx e [tgxdx
o [(2x+3)eX +3x1dx e [sin®xcosxdx
Rozwigzanie
x2—-1=t
e [2xcos(x?—1)dx = (igx_z 1_)’1d)x:=d(§t = [costdt =sint+C =t =
2xdx = dt

x> —1]=sin(x?-1)+C,C€ER
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x*+3x—1=t
d(x?+3x—1) =dt
(x?2+3x—1)dx =dt

(2x + 3)dx = dt

x2+3x—1] =314 CeR

o JQx+3)er T ldx = = fetdt=et+C=[t=

cosx =t
' d(cosx) = dt
. ftgxdxzfz:;zdx= (cosx)'dx = dt :—f%dt:—ln|t|+C=[[t=
—sinxdx = dt
sinx dx = —dt

cosx] = —In|cosx|+C,C €ER
sinx =t
d(sinx) = dt
(sinx)'dx = dt
cosxdx = dt

4
e [sin®xcosxdx = =ft3dt=%+C=[[t=sinx]]=

sin% x
4

+C,CEeR

Wylaczanie z rézniczki: przy wytaczaniu funkcji z rézniczki, réozniczkujemy ja, tzn.
szukamy pochodna

fG) = f'(x)dx

Wlaczanie do rézniczki: przy wilaczaniu funkcji do rdzniczki, catkujemy ja, tzn.

szukamy funkcje pierwotng
f'(x)dx = df (x) lub g(x)dx = dG(x)

gdzie G (x) jest funkcja pierwotng funkcji g(x).

Wskazowka: czesto s3 wykorzystywane wymienione nizej wzory na wigczanie do
ro6zniczki (niech a, b € R, a # 0):

o e*dx =d(e¥)

ax+b — l ax+b\ _ l ax+b
e ¢ dx—d(ae )—ad(e )

e x"dx=d (’i:) = ﬁd(xnﬂ)
e sinxdx = d(—cosx) = —d(cosx)

e sin(ax+b)dx =d (—icos(ax + b)) = —id(cos(ax + b))
e cosxdx = d(sinx)

e cos(ax+b)dx=d G sin(ax + b)) = %d(sin(ax + b))

) %dx = d(lnx)

Calkowanie przez czesci: u = u(x),v = v(x)
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fudvzuv—fvdu

Przyklad Znalez¢ catki nieoznaczone

e [2xcosxdx o [x3e¥dx
e [Inxdx o [V1—x2Zdx
Rozwigzanie

e [2xcosxdx = [cosxdx =d(sinx)] = [ 2xd(sinx) =

u=2x
ﬁ v = sinx M = 2xsinx — [ sinxd(2x) = 2xsinx — 2 [ sinxdx =
Judv=vu— [vdu

2xsinx+2cosx+C,C € R

u=Inx
. flnxdxzﬁ v=x szlnx—fxd(lnx)lenx—
fudv=vu— [vdu

fxidx+C=xlnx—f1dx+C=xlnx—x+C=x(lnx—1)+C,CE]R
u=x3

o [x3e¥dx = [e*dx =d(e¥)] = [x3d(e¥) = v = eX =
fudv=vu— [vdu

— [e*d(x3) = x3e* — [ 3x%e¥* dx = x3e* — 3 [ x%e* dx [F],
u = x?
[x%e*dx = [x?de* = v=e* = x%e* — [e*d(x?) =
fudv=vu— [vdu
x%e* — 2 [ xe* dx = x?e* — 2(xe* — e*) = x%e* — 2xe* + 2e*, bo
u=x

fxexdx=fxd(ex)=ﬁ v=e* =xe* — [e*d(x) = xe* —
fudv=vu— [vdu

[e*dx = xe* —e*,
[E]x3e* — 3(x%e* — 2xe* + 2e*) + C = e*(x3 —3x> + 6x — 6),C ER
u=v1-x2
e I=[Vl1—-x%dx= v=x =xVl—x%— [xd(V1—=x2) =
fudv=vu—fvdu

V1 =x? = [xo=(-2x)dx =xV1—-x* - [ =
x—1 _ — 2
J e dx = V1= 2 [ (7~ 7
)dx—le—x2—1+arcsmx
I = xy1—x2—1+arcsinx

\/— =xV1—x%—
dx =xvV1—x2— [(V1—x% -
=) (V=

1/1_
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2] = x+/1 — x2 + arcsinx
1 .
= E(x 1—x2+ arcsmx) +C

f\/l—xzdxzé(x 1—x2+arcsinx)+C,C€R

Calka oznaczona
Definicja Niech x;,x, € R, wtedy pod catkq oznaczong funkcji ciagtej f(x) w

przedziale (x;; x,) bedziemy rozumie¢ réznice wartosci F (x,) i F (x;) funkcji pierwotnej, tzn.

X2

] FQ) dx = [FI2 = F(x,) — F(xy)

X1
Ostania rowno$¢ nazywa si¢ wzorem Newtona-Leibniza.
Funkcja f(x) jest catkowalna w przedziale (x;; x,), gdy ona ma ograniczong funkcje¢
pierwotng w tym przedziale. Warunkiem koniecznym catkowalnosci funkcji jest jej
ograniczonos$¢, wtedy jak warunkiem dostatecznym jest ciggtos¢ funkeji.

Przyklad Obliczy¢ catki oznaczone

. f01 5x* dx . fon/22cosxdx
2 /4 2
° f_l(x - 3) dx ° fn/4 _sinzx
1
o [ (5x*+e)dx o f12 (l _ x) dx
X
Rozwigzanie

Ponizsze rozwigzania sg tylko czes$cig od catkowitego rozwigzania, poczatek ktérego

mozna znalez¢ w poprzednich przyktadach (catka nieoznaczona)

o [isxtdx=[T=(1)-(0)=1

o f_zl(x—3)dx=[’“2—2_3,5]::(%_6)_(%_'_3):175

e242e+1

o [LGxtteNdx=[F el =(1te)—(-1+1)=e-1+2=

. fon/22cosxdx =[2 sinx]g/2 = (2 sin%) — (2sin0) = 2

[ e el - () - (-2m) - 224

/4  sin?x

2

. flz(i—x)dx = [lnIxI —xz—z]l = (1n2—§)—(1n1—%) =1n2—§
Wiasnosci:

o [Af(Ddx=A4-[f(x)dx, AER
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(staty wspotczynnik)
o L@ Eg@)dx= [ fO)dxt [?g(x)dx

(catka sumy / r6znicy lub addytywnos$¢ wzgledem funkcji podcatkowej)
. f;lzf(x) dx = — f;zlf(x) dx

o [2fdr= [ f@)dx+ [;7f(0)dx,a € (xy;x;)
(addytywnos¢ wzgledem przedziatu catkowania)
o [Mf)dx=0
o f_aa f(x) dx = 0 jezeli funkcja f(x) nieparzysta
Przyklad Obliczy¢ catki oznaczone
. f01(5 —7x)8dx . foz e3¥*1dx . f_ol sinh 5x dx
Rozwigzanie

Ponizsze rozwigzania sg tylko czes$cig od catkowitego rozwigzania, poczatek ktorego

mozna znalez¢ w poprzednich przyktadach (catka nieoznaczona)

° f(5—7x)8dx_[ 5= 7x)9] _[ (2)9] [ 212279091

63 9

2 1 1 1 e
o f e3*+1 dy = [_e3x+1] _ [_67] _ [—e] _
0 3 0 3 3 3

0
o f_ol sinh 5x dx = E cosh Sx]

-1

= Ecosh 0] — E COSh(—l)] = [[COSh(—X) =

1-cos
5

coshx] =

Calkowanie przez podstawienie (metoda zamiany zmiennej):

glx) =t t=g) t2
] flgG)g' () dx = d(g(x) =dt ;= g(x)| = f f@)dt = [F(t)]ij
gdx=dt tz=90(2)| ¢

= F(ty) — F(ty)
Wskazowka: mozemy obliczy¢ catke oznaczong za pomocg metody zamiany zmiennej
na dwa sposoby, mianowicie wykorzystujemy schemat dla catkowania przez podstawienia jak
dla calki nieoznaczonej, w ktérym dodatkowo

e przy zamianie zmiennej wyznaczamy nowe granicy caltkowania, tzn.

2 glx) =t t =g(x) b2
[ Flaeng ax = [age) = de & =gt = [ f@de = FOIE
g'dx=dt tz=g)] &
= F(ty) — F(ty)
lub
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e nie obliczamy nowych granic catkowania, natomiast, zanim przejdziemy do
podstawiania granic catlkowania do funkcji pierwotnej, musimy wroci¢ do

poczatkowego argumentu Xx, tzn.

glx) =t
j flg(x)g'(x) dx = |d(g(x)) = dt jf(t) dt = F(t) = [t = g(x)]
g'(x)dx =dt

= [F(g(x))]x: = F(g(xz)) - F(g(xl))
Przyklad Obliczy¢ catki oznaczone
. f01(2x +3)eX 301 gy . f_on/z sin3 x cos x dx
Rozwigzanie

Ponizsze rozwigzania sg tylko czes$cig od catkowitego rozwigzania, poczatek ktorego

mozna znalez¢ w poprzednich przyktadach (catka nieoznaczona)

t=x24+3x—-1

1 2430 3
o [ (2x+3)e*r T 1dx = t; = —1 = [° etdt=[e']?, = €% -
t2:3

6_1_64—1
e
0 t =sinx . 1470 . )
.3 _ - _ _ 3 _ [t _ 11
f—n/z sin xcosxdx—l’t; _;M—f_lt dt—[4]_1—0 2= 3
, =

Calkowanie przez czesci: u = u(x),v = v(x),x € (x1; x3)

X2 X2
fudv= [uv]jﬁf— f vdu
X1 X1
lub
X2
X2
j udv = [uv—fvdu]
X1 *1

Roéznica migdzy powyzszymi wzorami polega na tym, ze granicy catkowania
podstawiamy w trakcie obliczen (pierwszy wzor) lub na samym koncu (drugi wzor).
Przyklad Znalez¢ catki oznaczone
. flelnxdx . f13x3exdx
Rozwigzanie
Ponizsze rozwigzania sg tylko czes$cig od catkowitego rozwigzania, poczatek ktorego

mozna znalez¢ w poprzednich przyktadach (catka nieoznaczona)
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. flelnxdx = [xInx]¢ — flexd(lnx) =[elne—1n1] — fle (x-—) dx =e—
fleldx=e—[x]f=e—(e—1) =1
. f13x3ex dx = [e*(x3 — 3x% 4+ 6x — 6)]3 = [e3(27 — 27 + 18 — 6)] — [e(1 —
3+6—6)] =12e3+ 2e
Calka niewlasciwa
Catka niewtasciwa jest rozszerzeniem calki oznaczonej na przedzialy nieograniczone
(tzn. (xq; +00), (—0; x,) lub (—00; +0), x4, X, € R) badz na przedziaty ograniczone (x;; x,),
ale takie, w ktorych funkcja f(x) podcatkowa jest nicograniczona. Nieograniczono$¢ funkcji
f (x) w punkcie x, oznacza, ze xh_gclo f(x) = 4+oolub xlg}clo f(x) = —oo. Tak wiec sg dwa rodzaje
cafek niewlasciwych, ktore sg okreSlone w wymienione nizej sposoby (niech Dy = R)

e nieograniczono$¢ przedziatu catkowania:
+o0 _ . X2
[7fCode= lim ( [2F@o dx),
2 feydx= lim ([7f(x)dx)
20 FOde = [T fa) dx + [ f(x) dx;

e nieograniczono$¢ funkcji podcatkowe;:

dla funkcji f(x), x € (x;; x,) nieograniczonej w punkcie x;:

f f(x)dx = Elir(r)1+ f f(x)dx

xX1t+e€

dla funkcji f(x), x € (x4; x,) nieograniczonej w punkcie x,:

jcz f(x)dx = sllr(l)qr xj gf(x) dx

dla funkcji f(x), x € (x1; x,) nieograniczonej w punkcie wewnetrznym x, €

(x1; x2):

X2 Xo—& X2
f f(x)dx = 1ing f f)dx |+ }Sirr(l) f f(x)dx
&> -
X1 X1 x0+8
Mozliwe rowniez potaczenie dwoch rodzajow catek niewtasciwych.

Definicja Catka niewlasciwa nazywa si¢ zbiezna, jezeli odpowiednia granica badz

granicy istniejg i skonczone. Catka niewlasciwa, ktdra nie jest zbiezna, nazywa si¢ rozbiezna.
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Przyklad Sprawdzi¢ zbieznos$¢ catek niewlasciwych (niektore przyktady wzigte z [2]) 1

w przypadku zbiezno$ci obliczy¢

. f0+°° e* dx o [ e¥dx o [TTerdx
Rozwigzanie
+oo x _ . X2 5 _ . X, _ _ _ _
. fo e*dx = leLToo(fo e dx) = lelgl-loo(e 2—1)=fco—1] =
rozbiezna

. f_oooex dx = lim (f;lex dx) = xlli_)rgg()(l —e¥1) = Hl —e P =1-——=

xq——00 e
1-0]=1
zbiezna do 1
. f:r;o e dx = f_ooo e* dx + f0+°° e* dx
rozbiezna, bo [ 0+°O e* dx jest rozbiezna
Niektore zastosowania rachunku calkowego funkcji jednej zmiennej
Niech dalej kazda funkcja bedzie ciggla w odpowiednim przedziale. Wtedy z ciaglosci
funkcji wynika jej catkowalno$¢ w tym przedziale.
Pole figur plaskich: pole S figury ptaskiej ograniczonej krzywa y = f(x) a osig Ox w
przedziale (a; b) (co rownowazne dodatkowym ograniczeniu prostymi y = a i y = b) wynosi
o S= f:f(x) dx, jezeli f(x) = 0,x € (a; b) (tzn. wykres funkcji znajduje si¢ nad
osig Ox w przedziale {(a; b));
e S=-— f:f(x) dx, jezeli f(x) <0, x € (a; b) (tzn. wykres funkcji znajduje si¢
pod osig Ox w przedziale (a; b));
o S= facf(x) dx + (—fcbf(x) dx), jezeli f(x) =0, x €{a;c) i f(x) <0, x€
(c; b) (tzn. wykres funkcji znajduje si¢ nad osig Ox w przedziale {(a; c) i pod osig
Ox w przedziale (c; b)).
Pole S figury ptaskiej ograniczonej krzywymi y = f;(x) iy = f,(x) w przedziale {(a; b),
takimi ze dla wszystkich x € (a; b) zachodzi f,(x) = f;(x), wynosi
o S=[(H0O-fi()dx
Przyklad Obliczy¢ pola wymienionych nizej figur ptaskich
e Fi={(x;|-1<x<1,x2-1<y<0}

e F={(xI0<x<mx-m<y<sinx}
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Rozwigzanie

e Fi={xy|-1<x<1,x*-1<y<0}

filx) =x%—1,x € (0;1)
1

1 X 1
X 1 2
Sl=—jf2(x)dx=—f(x2—1)dx=[—?+xl =<—§+1>+0=§
0 0 0
=~ 0,67
e E={;0<x<mx—n<y<sinx}
2 y y

f21(x) = x —m, f,,(x) = sinx,x € (0; )

Sy = f (fz,z(x) _f21(x)) dx = f(sinx —(x —ﬂ)) dx

x? " w2
=[—cosx—7+nxl =(—cosn—7+n2>—(—c050)
0

2

=z + 2~ 6,93
= ~ 6,

Dlugos¢ tuku krzywej plaskiej: dtugos¢ L tuku krzywej funkcji y = f(x), x € (a; b)

wynosi
b

L =f ’1+ (f’(x))2 dx

a
Przyklad Obliczy¢ dlugo$¢ krzywej opisanej wzorem f(x) = coshx, x € (0; 1).
Rozwigzanie

f(x) = coshx,x € (0;1)
1 1 1
L= f /1 + (f’(x))2 dx = f 1+ (sinhx)?dx = f\/coshzxdx
0 0 0
1
= f coshx dx = [sinhx]} = sinh1 — sinh 0 = sinh 1
0

= = 1868
T2 T 2 TV

Wspolrzedne srodka ciezkosci (tzw. momenty statyczne) jednorodnej figury plaskiej:

wspotrzedne $rodka cigzkos$ci (xg; ) figury ptaskiej F o polu S

e F={(x;y)]la<x<b0<y< f(x)}mozna znalez¢ ze wzoréw
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b

X =%jxf(x) dx

a
b
— lf 2 d
a

(figura ograniczona wykresem funkcji y = f(x),x € (a; b), osia Ox oraz
prostymi x = aix = b)

o F={(x;y)|a<x<h fi(x) <y < f(x)} mozna znalez¢ ze wzordw
b

1
v =5 [ () - G dx

b
1
o =55 | (700 = £2) dx

(figura ograniczona wykresami funkcji y = f1(x),y = fo,(x), (x) = f1(x),
X € (a; b) oraz prostymi x = aix = b)
Przyklad Znalez¢ momenty statyczne (xs; V) figury ptaskiej
F={(x;y)|0<x<3,0<y<e*-1}
Rozwigzanie
F={(x;y|0<x<3,0<y<e*-1}
f(x)=e*-1

s=[f@ax= [ -Dar=ler ~ali = (P -3 ~1=e7 - 4
0 0

X = %fog xf(x)dx = 631_4f03x (e* — Ddx =],

u=x

[ xe* dx = [e*dx = d(e¥)] = [xd(e*) = N v=e* = xe* —
fudv=vu— [vdu

[e*d(x) =xe*—e*+C=(x—1)e*+(C,C ER,

9
1 et x2]? (263—7)—(—1) 4e3 —7 )28
Bl |~ De "2 o3 — 4 T 2e3-g  ~
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1 3 2 1 3 X 2
3’s=§0jf (x)dx=m0f(e ~1?dx

3
1
T j(ezx —2e* + 1) dx
0

1 1 3 (1e6—2e3+3)—(1—2)
=—[—ezx—29x+x] LV Z
2(e3 —4) 12 . 2(e3 — 4)

= (e®—4e3+9)/4(e® —4) = 5,16

4e3-7 e6—4e3+9)
2e3-8’ 4(e3-4)

Wspotrzedne $rodka cigzkosci (

Pole powierzchni obrotowej: pole S powierzchni powstatej przez obrot wykresu funkceji
y = f(x), x € {(a; b) wokot

e 0si Ox wynosi:

e S=2m f:f(x) ’1 + (f’(x))2 dx, jezeli f(x) = 0, x € (a; b)
o S=2n["If(®) 1+ (£ () dx

e 0si Oy wynosi (przy warunku dodatkowym a > 0):

S = Zfo ’1 + (f’(x))2 dx

Przyklad Obliczy¢ pola powierzchni obrotowej powstatej przez obrot wykresu funkcji
f(x) = coshx, 0 <x <1 wokétosi Oy.
Rozwigzanie

f(x) = cosh,0 < x < 1 wokoét osi Oy
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1 1
S = 27fo /1 + (fz’(x))2 dx = 27fo 1+ (sinhx)?dx = 2nfxcoshxdx
0 0

0

; fudv=uv—fvdu
=2nfxdsinhx=
u=x
0 v = sinhx
1
=2n [x sinhx—fsinhxdx] = 2m[x sinh x — cosh x]}
0

= 2n((sinh 1 —cosh1) — (0 — cosh 0))

e—e 1l e4el 2n(e — 1
=27‘[< - +1>=7‘[(2—26_1)=¥

2 2 e
~ 3,97
Objetos¢ bryly obrotowej: objetos¢ V bryly obrotowe] powstatej przez obrot figury
plaskiej F = {(x; y)|la < x < b,0 <y < f(x)} wokot

e 0si Ox wynosi:
b
V=m f f?(x) dx
a

e 0si Oy wynosi (przy warunku dodatkowym a > 0):
b

V= 27rfxf(x) dx

a

Jesli figura ograniczona wykresami funkcji f; ,(x), x € (a; b), takimi ze f;(x) < f,(x),
X € (a; b), mianowicie moze by¢ zapisana w postaci

F={(x;y)la<x<bfi(x)<y<fr(x)}

to objetos¢ bryly obrotowej powstatej przez obroét figury F wokot osi Ox wynosi

b
v=r [ (G- @) dx

Przyklad Obliczy¢ objetosci bryt obrotowych powstatych przez obroty figur ptaskich
wokot zaznaczonych osi
e F,={(xy))0<x<1,0<y<x}wokodtosi Oy
e F,={(x;9)|0<x<1,0<y < 5x?} wokot osi Ox
Rozwigzanie
e F,={(xy))0<x<1,0<y<x}wokodtosi Oy
filx) = x,x € (0;1)

54



Fundusze Europejskie Dofinansowane przez :** ** \S/:\cl;/jce)\'}vzéADDzTWA
dla Wielkopolski Unie Europejska L WIELKOPOLSKIEGO
1 1 ]
5 1 2m
Vi=2r | xfi(x)dx =2m | x* dx = 2m 3| =3~ 2,09
0 0 -0

e F,={(x;9)|0<x<1,0<y < 5x?} wokot osi Ox
fo(x) = 5x%,x € (0;1)
1 1
v, = njfzz(x) dx = nj 25x* dx = m[5x°] = 57 =~ 15,71
0 0
Wspolrzedne Srodka ciezkos$ci jednorodnej bryly obrotowej: wspotrzedne srodkow
ciezkosci (xg; ¥s) jednorodnej bryty obrotowej o obj¢tosci V, ktora powstata przez obrét figury
F={(;y]a<x<b0<y<f(x)}

wokot osi Ox mozna znalezé ze wzordw
b

X =§jxf(x) dx

a
Ys =0

(wspotrzedna y, = 0 zerowa, bo bryla jest symetryczna wzgledem osi Ox).

Przyklad Znalez¢ wspotrzedne $rodku cigzkosci bryty obrotowej, ktoéra powstaty przez
obrot figury plaskiej F = {(x; ¥)|0 < x < 1,0 < y < 5x%} wokot osi Ox.

Rozwigzanie

F={(;y)]0<x<10<y<5x%}
V = 5m (z poprzednich przyktadow)

1 1

1 1

—Ef d_lf 5x2d —1f53d—£ —1_0—1

xs—V xf(x) x_Sn x - 5x x—5 x°dx = 2| =2 =1
0 0

5 0
Wspotrzedne $rodka cigzkosci G; 0).

Dlugo$é drogi w ruchu zmiennym: poniewaz catkowanie jest dziataniem odwrotnym
do rézniczkowania, majac funkcj¢ (w tym funkcje statg) przyspieszenia ruchu pewnego ciata,
mozna znalez¢ predkos¢, z czego w swoja kolej — droge, mianowicie

v(t) = [a(t)dt + vy,
gdzie vy — to jest predkos$¢ poczatkowa

s(t) = fv(t) dt

W przypadku, gdy czastka porusza si¢ jednostajnie zmiennie (co oznacza, ze

przyspieszenie stale) oraz zaktadajac, ze poczatkowa droga wynosi zero, otrzymamy wzory
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v(t)zfadt+v0=at+v0

s(t) = fv(t) dt = f(at+v0) dt =a7t2+v0t

Jezeli czastka porusza si¢ ze stala predkoscia v = const a predkos¢ poczatkowa jest

zerowa otrzymamy wzor
s(t)=fv(t)dt=fvdt=vt =>5S=v-t

Przyklad Obiekt porusza si¢ ze stalym przyspieszeniem a = 0,5 m/s?. Zakladajac
zerowos¢ predkosci poczatkowej, znalez¢ o ile przemiesci si¢ obiekt przez t = 10 s.

Rozwigzanie

at?
s(t) = T + vot

a=05v,=0
£2

t) =—
JORSE:
2

10
5(12) = T =25m

Przyklad Obiekt porusza sic ze zmiennym przyspieszeniem a(t) = 0,02t m/s?.
Zaktadajac zerowo$¢ predkosci poczatkowej, znalez¢ o ile przemiesci si¢ obiekt przezt = 5's.
Rozwigzanie

a(t) =t,v,=0

v(t) = j a(t)dt + v,

2

v(t) =f0,02t dt = ——=0,01¢?
s(t) = fv(t) dt
(t) = f001t2 dt = 00167 _ &
SSE ~ 73 300

3

1 1
5(12) =%=§% 0,33 m

Przyklad Obiekt porusza sie ze zmiennym przyspieszeniem a(t) = 0,24(t3 — t) m/s?.
Zaktadajac zerowos¢ predkosci poczatkowej, znalez¢ o ile przemiesci si¢ obiekt przezt = 10 s.
Rozwigzanie

a(t) =0,24(t3 —t),v,=0
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v(t) = f a(t)dt + v,

v(t) = j(0,24t3 —0,24t) dt = 0,06t* — 0,12t>

s(t) = fv(t) dt

s(t) = f(0,06t4 —0,12t?)dt = 0,012t> — 0,04¢3

s(10) = 0,012 -10°>—0,04-103 =1160 m = 1,16 km
1.6. FUNKCJE DWU LUB WIECEJ ZMIENNYCH
Podstawowe pojecia
Niechn € N,n > 2.
Definicja Funkcjg n zmiennych nazywa si¢ odwzorowanie z = f(x) zbioru D € R"

(zwane dziedzing)
£ D- R
T (g, Xgy ey X)) o f (X, Xg, e, Xy)

ktore kazdemu elementowi X = (xq, Xy, ..., X,) przyporzadkuje dokladnie jedng warto$¢
f(x1, %9, ., %) ER. X = (X1, X5, ..., X,) Nazywa sie argumentem funkcji, Xxy,Xx5, ..., X, —
zmiennymi niezaleznymi, f (xq, X, ..., Xn) — wartoscig funkcji, z — zmienngq zalezng.

W przestrzeni R"™ odleglos¢ pomiedzy punktami Pl(xil),xgl),...,x,(ll)),

P, (xf), xéz), e x,(lz)) okreslona wzorem

d(Py; Py) = \/(xiﬂ _ xiz))z N (xgl) _ xéz))z ot (xr(ll) _ xr(lz))z

Tak wigc w przypadku przestrzeni

e R!=R: d(P1;P2) = \/(xil) _ x£2))2 _ |x§1) - x§2)|

e R2: d(Py; P,) = \/(xil) _ xiz))z + (xgl) — xéZ))z

Dalej obejrzyjmy przypadek funkcji dwu zmiennych z = f(x,y) (kiedy liczba
zmiennych wigksza od dwoch, teoria przedstawia si¢ w analogiczny sposob).

Definicja (Heinego) Granicq funkcji dwu zmiennych z = f(x,y) w punkcie P, =
(%9, ¥o) nazywa sie g, jezeli dla kazdego ciagu liczbowego {B, = (x,, ¥»)}, dazacego do Py,

zachodzi Tlll—l;lf;lo f(xn, ¥u) = g. Oznaczamy granice funkcji dwu zmiennych przez xll_}I}{l() f(x,y).
Y-Yo
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Bu(tn,yn) = B (X0, ¥0) — fGuyn) = g

n — oo n — o

Definicja Funkcja dwu zmiennych y = f(x,y) nazywa si¢ ciggta w punkcie (xq,yo),

Jeéh xli—gclo f(xl y) = f(xO' yO)
Y=Yo

Inaczej méwigc, funkcja cigglta w punkcie, jesli granica w punkcie rowna si¢ wartos¢

funkcji w tym punkcie.
Definicja Pochodng czgstkowq funkcji

dwu zmiennych f(x,y) wzgledem zmiennej

x w punkcie (xq,y,) nazywa si¢ granica (o
ile ona istnieje)

m f(xo + Ax,¥0) — f(x0,Y0)
Ax—0 Ax

of '
Oznaczamy:—~ | Gxov0) fx (%0, Y0, fre (X0, ¥0)

Definicja Pochodng czgstkowq funkcji
dwu zmiennych f(x,y) wzgledem zmiennej
y w punkcie (x,y,) nazywa si¢ granica (o
ile ona istnieje)

lim f(x0,¥0 + Ay) — f (X0, ¥0)
Ay—0 Ay

of '
Oznaczamy:3~ | xo.v0)r fy (X0, Yo)» £y (X0, ¥0)

Podobnie do pochodnej funkcji jednej zmiennej, dla obliczania pochodnych

czastkowych, nie koniecznym jest wykorzystanie definicji. Natomiast, dla pochodnej

czastkowe] wzgledem jednej zmiennej rozniczkujemy funkcje jako funkcje jednej zmiennej,
zaktadajac ze druga zmienna jest stalg. Tak wigc dla rozniczkowania funkcji f (x, y) wzgledem
zmiennej x rézniczkujemy funkcje f (x, const), a dla rézniczkowania funkcji f (x, y) wzglgdem
zmiennej y rézniczkujemy funkcje f(const,y).

Dla funkcji dwu zmiennych réwniez okreslone pojecia pochodnych wyzszych rzgdow,
tzn. pochodnych od pochodnych. W poréwnaniu do funkcji jednej zmiennej, pochodnych
wyzszych rzedow jest wiecej. Tak na przyktad, pochodne funkcji f(x, y) rzedu drugiego:

2 2 2 2
prild o) B b vl ) BRI il d ) M i )

dla funkcji cigglej ostatnie dwie pochodne czastkowe (zwane pochodnymi mieszanymi) s3

rowne sobie (twierdzenie Schwarza).

Pochodne drugiego rzedu oznaczamy przez

92 9°f _ _ 0%f _ _

b axz fx’)’C - fxx b axay f” fxy
% _ i _ %f _ _

¢ 6y2 f fyy o dyox fylalc = fyx

Pochodne drugiego rzedu w punkcie (xg; yy) 0znaczamy przez
azf —_— n _—
® 9z = 2x (%03 Y0) = fux (%03 Yo)

(x0;¥0
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° = fyy (X0 Y0) = fyy(X0; Yo)
9y? (x0;¥0) Y ry
azf 143 —
y = fry(X0;Y0) = fry (X05 ¥o)
00yl (ypyy YO Yo) = fry (X0 Yo
azf — £ _
b = X0, = Xo;
0yaxl (y s yx( 0 Yo) fyx( 0 Yo)

Niech dalej dla kazdej funkcji istniejg wszystkie pochodne czastkowe potrzebnego rzedu
(co oznacza, ze funkcja bedzie rozniczkowalna odpowiedniego rzedu).

Definicja Rozniczkq zupelng rzedu pierwszego funkcji n zmiennych f(x1, %2, .. %) W

punkcie Po(xfo), (O),...,x(o)) nazywa sie df(Py) = afd + dx2+ +—dxn.

n
Roézniczka zupelng rzedu pierwszego funkcji dwu zmiennych f(xq,x,) W punkcie

Po(xgo),xéo)) nazywa si¢ df(Py) = ;de X4 +—dx2 Rozniczkq zupetng rzedu drugiego
1
.. . . . a%f
funkcji dwu zmiennych f(x,y) w punkcie Py(xq,y,) nazywa si¢ df (Py) = ﬁl p,dx? +

2— |P0d xdy + = |P0dy

Definicja Gradientem funkcji n zmiennych f(xq,x,,..x,) nazywa si¢ wektor
["’_f. of . .Of

Jo ) ] Gradientem funkcji dwu zmiennych f(x1,x,,) nazywa si¢ wektor
0xq 0xy 0xn

[ aa ; 3 ] Oznaczamy gradient funkcji f przez Vf lub grad f.
1 X2
Gradient (w punkcie) wskazuje kierunek najwiekszego wzrostu funkcji (w tym punkcie).
Dhugos$¢ wektora gradient wskazuje wielko§¢ wzrostu (tzn. o ile wzrosnie funkcja przy
jednostkowym wzroscie argumentu). Zbior wektorow grad f tworzy tzw. pole gradientu.

Jesli na przyktad, funkcja f(x,y,z) jest funkcja temperatury, to Vf(Py) =

] . L o .
[al po,él po,él po] jest wskaznikiem najwigkszego wzrostu temperatury w punkcie

Py (%0, Yo, Zo), a modut tego wektora |Vf|p0| = \/(Z—£ |p0)2 + (Z—f] Ipo)2 + (Z—]; Ipo)2 odpowie na
pytanie o ile wzro$nie temperatura gdy przemiescimy si¢ na jednostke dtugosci w kierunku
wektora Vf (P).

Przyklad Znalez¢ wszystkie pochodne czastkowe rzedu pierwszego wymienionych nizej

funkcji wielu zmiennych (w zaznaczonych punktach)

e f(x,y)=3x2+2y3-5 o f(x,y)=e",Py(1;0)
o f(x,y)=x%y+xy? o flx,y,2)=x+y*>+23P,(3;2;1)
e f(x,y) =sin(2xy®) e f(x,y,2z) =xy+y3z? — 2x%z
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e f(x,y,2)= o [y, xpx3,%4) = X122 — x2 4+ x3x,
In(xyz),Py(1;1;1)
Rozwigzanie

e f(x,y)=3x*+2y3-5
fi=[0y=C=const] =[3x2+2C3—-5], =6x =[C =y] = 6x
fy =[x = C = const] = [3C?* + 2y> — 5]}, = 6y = [C = x] = 6y
o flxy)=x’y+xy?
fi =1y =C=const] = [x%C + xC?]}, = 2xC + C?> = [C =y] = 2xy + y?
fy =[x = C = const] = [C?y + Cy?]; = C*> + 2Cy = [C = x] = x* + 2xy
f(x,y) = sin(2xy®)

fi = [sinxy®)]; = cos(2xy®) - (2xy®); = 2y° cos(2xy°)
fy = [sin(2xy>)];, = cos(2xy>) (2xy>); = 10xy*cos(2xy>)
f(xJ’) = exnyO(]-; 0)

fi =[], = e[yl = ye™
£y =[] = e[yl = xe™

Flley = Ge™lp, = |70 2 1]] —0

Yo=10
/ _ _ x0=1 _
Bley = el = [ 2 2 o] = 1

o flx,y,2)=x+y*>+23P,(3;2;1)

, = (; = const , C, =]
f":|[}Z]=C§=const]]:[x+612+623]x:1: 1_y =1

C, =z
, _[[x =C; = const] _ 2 3 _[C=x] _
fy—|[z=C2=constH_[Cl+y +CZ]3’_2y__C2=Z__2y

Z

/ x = C; = const , C. =
) _|[}’=C;=const]]:[cl+czz+z3]z=322: 177 = 322

Xo =3
filpy = Wlp, = NYO = Zm =1

ZO - 1

_xo — 3_
fyIIPO = (2)’)|p0 =|yo=2||=4

_ZO = 1_

_xO — 3_
fz’|P0 = (3Z2)|P0 =|Yo=2=3

-ZO = 1_

o f(x,y,2)=xy+y3z%—2x%z

fi=lxy+y3z2—2x%z], =y+0—4xz =y — 4xz
fy =[xy +y32% — 2x%z];, = x + 3y*z— 0 = x + 3y°z
fi =[xy +y3z% — 2x%z], = 0 + 2y3z — 2x% = 2y3z — 2x*?
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e f(x,v,2) =In(xyz),Py(1;1;1)

1 vz 1
i = Gyl = - vzl = 22 =
1 xz 1
fy = [In(xy2)]; = vl [xyz]!, = b
£ = In(xy2)], = % Tt =22 = !
1 xXo =1
Filoy = (2) I = [0 =1 =1
zo=1
1 xXo =1
fyle, = (;) lp, = |Yo=1||=1
1Zzg =1
1 xXo =1
o= ()ln=|w=1] =1
Zo=1
o f(xy,%5,x3,%,4) = e¥1¥%¥2 — x% + X3X4
fi, = [€5%22 — xF + xax ]y, = €782 [x; + 2x,]5, — 0+ 0 = e™172%2

fx’z = [ex1+2xz — x% + x3x4];cz — ex1+2x2 [xl + 2x2];€2 —040= Zex1+2x2
fiy = [€¥17%2 — x3 + X324 ], = 0 — 2x3 + x4 = x4 — 23
fx'4 = [eX1+2x2 — x% + x3x4];c4 =0—-0+ X3 = X3
Przyklad Znalez¢ wszystkie pochodne czgstkowe rzedu drugiego wymienionych nizej

funkcji dwoch i trzech zmiennych

o f(x,y)=xy+xy? e flx,y)=¢e"
e f(x,y)=sin(2xy®) e f(x,y,2z) =xy+y3z% —2x%z
Rozwigzanie

o flxy)=x"y+xy?
o = (i) = Qxy +y%), =2y
oy = (f)y = 2xy + y?)}, = 2x + 2y
x = (fy’); = (x% + 2xy), = 2x + 2y
vy = (fy’); = (x* + 2xy)}, = 2x

,;3’,5 3,’;52x+2y

o f(xy) = sin(2xy®)

o = (f)y = (2y° cos(2xy®))s = 2y°(—sin(2xy®)) - 2y° = —4y*sin(2xy®)
oy = ()Y = (2y® cos(2xy>))}, = 10y* cos(2xy®) — 20xy°® sin(2xy>)
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e = (fy’); = (10xy* cos(2xy®°)), = 10y* cos(2xy>) — 20xy° sin(2xy®>)
oy = (fy’); = (10xy* cos(2xy®))}, = 40xy3 cos(2xy®) — 100x%y® sin(2xy>)

"=

oy = fyz = 10y* cos(2xy>) — 20xy° sin(2xy>)
e flx,y)=e"
o = (F)x = (ve™)y, = y?e™
wy = (f)y = (ve™?)y, = e + xye™
vx = (fy’); = (xe™), = e + xye™
5y = (), = (e}, = x’e™

N — "N —

wy = fyz = e + xye™”
o f(x,y,2) =xy+y3z% —2x%z
4 = (F) = (0 = 4a2), = —42
oy = i)y =y —4xz), =1
t = () = (y — 4x2),, = —4x
e = (), = (x+3y%22) = 1
vy = (f7), = (x+3y%2%); = 6yz°
vy = (), = (x +3y%22), = 6y%z
e = (f)x = (2y°z — 2x%), = —4x
1 = (£} = (2y°z — 2x%), = 6y%2
22 = (f)z = 2y°z — 2x?); = 2y°
= f =1
L= = —4x
o = foy = 6y°z
Przyklad Znalez¢ gradient funkcji dwu zmiennych w zaznaczonych punktach
o fCuy)=x%+y%Py(0;0)
o flxy)=x*=y%Py(1;-1)
Rozwigzanie
o flx,y)=x*+y?%Py(0;0)
frx = 2x
f(0;0) =0
fy =2y
fy(0;0) =0
grad f1p, = (0;0)
o flxy)=x*=y%Py(1;-1)
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fx =2x
fi(1,-1) =2
fy =—2y
-1 =2

grad flp, = (2;2)
Optymalizacja funkcji dwu zmiennych

Podobnie do funkcji jednej zmiennej, méwiagc o optymalizacji funkcji wielu zmiennych,
myslimy o poszukiwaniu ekstreméw lokalnych, najwigkszy, najmniejszych wartosci (w
domknietym obszarze) badz o znalezieniu ekstreméw warunkowych (ostatniego nie ma dla
funkcji jednej zmiennej). W ponizszym materiale wykorzystujemy niektdre pojecia algebry
liniowej, doktadng informacj¢ o ktérych mozna znalez¢ w nastgpnym rozdziale (Dziatanie na
macierzach. Obliczanie wyznacznika 1 macierzy odwrotnej. Operacje elementarne.
Rozwigzywanie uktadow rownan liniowych).

Definicja Macierzq Hessego (lub hessianem) funkcji dwu zmiennych f'(x,y) w punkcie
Py (%9, yo) nazywa si¢ macierz pochodnych czastkowych rzedu drugiego obliczonych w

punkcie Py, mianowicie

(27 7]
d0x? 0xdy
Hp(P,) =
f( 0) [ aZf aZf
dyox 0y? Py
2 2 2 2
Oznaczajac A = %,B = aax afy = ai/ ;x, C = 27];, dla funkcji ktéra ma ciagle pochodne
czastkowe otrzymamy He(P) = g g”
P
%f  9%*f
. [ 0x2  0xdy|_ |fex x';';l
N S VS

dydx 0y?
Definicja Punktami stacjonarnymi funkcji dwu zmiennych f(x, y) nazywajg si¢ punkty

z dziedziny funkcji, w ktorych

of _of _,
ox 9y

Ekstremum lokalne:
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e warunek konieczny: jesli funkcja dwu zmiennych posiada w punkcie Py(xg, Vo)

of,
o5l =0

ekstremum lokalne, to P, jest punktem stacjonarnym, tzn. lub

f | _
o lp, =0
pochodne czastkowe w punkcie Py nie istnieja

e warunek dostateczny (dla punktow P, spelniajacych warunek konieczny):

o*f :
[Alp0 =52 >0 = min
detH(P)) >0 A | o2f fo
lp, = %2 <0 = max
Py

detHf(Py) <0 = funkcja nie posiada extr w punkcie P,

_ 9%f
detHf(Py) >0 A Alp, =5

dx2
det He(Py) = 0

Po = brak odpowiedzi

Brak odpowiedzi oznacza, ze powyzszy warunek dostateczny nie rozstrzyga istnienie
ekstreméw w odpowiednim przypadku.

Przyklad Zbadac¢ ekstrema lokalne ponizszych funkcji dwu zmiennych [2]
e f(x,y)=x3+y3+3xy
o f(x,y)= 31n§+ 2Iny +In(12 —x —y)

Rozwigzanie

o f(x,y)=x3+vy3+3xy

fi=3x*+3y=0
1 = bx
x(0;0) =0

(-1, -1) = -6

o —

wy =fx=3
fiy(0;0) = f2(0;0) = 3
(=1 -1) = f(-1;,-1) =3

vy = 6y
1 (0;0) =0
e (—1;-1) = —6
0 3
He(0;0) = [3 o]

detH;(0;0) = |5 o] =-9
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det He(0;0) = |g g =-9<0 = funkcja f(x;y) nie osigga extr w (0; 0)
H (=11 = [_36 —36]
det Hy(—1;—1) = |_36 _36| =27

detHe(—1;-1) =27 >0

N = funkcja f(x; y) osigga max w (—1; —1)
x(—L-1)=-6<0

fmax = f(=1;,-1) =1
e f(x,y)= 31n§+21ny+1n(12—x—y)
fx,y) =3Inx—-3In6+2Iny+In(12 —x — y)

o3 1,
*Tx 12-x—-vy
2 1 B = (6;4)
Yy 12—-x-y
v 3 1
T x2 (12 —x —y)?
1
x’a’c(6}4)=—§
" o— g 1
TR (12 —x — y)?
1
vy (6;4) = 3/'&(6:4)=—Z
yo 2 1
yy — yz (12—x—y)2
3
3;'3'/(6:4)=—§
1 1
He(6;4) = i ‘3*
4 8
1 1
3 4 _1
dethy (60 =| ] 3|=7
4 8

det Hy(6;4) = — > 0
if’ = funkcja f(x; y) osiaga max w (6; 4)
wx(6;4) = =<0

fma =f(6;4) =5In2
Najwieksza, najmniejsza wartoSci w domknietym obszarze: podobnie do funkcji

jednej zmiennej, aby znalez¢ najwigksza 1 najmniejszg wartosci funkcji w domknigtym
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obszarze, dzialamy wedtug schematu: (1) szukamy punkty stacjonarne funkcji, (2) spomiedzy
znalezionych punktow wybieramy takie, ktore lezg wewnatrz obszaru, (3) obliczamy warto$ci
funkcji w otrzymanych punktach oraz na brzegach obszaru, (4) ze wszystkich otrzymanych
warto$ci wybieramy najwiekszg i najmniejszg wartosci funkcji.

Badanie funkcji na brzegach obszaru potrzebuje duzo obliczen, poniewaz nawet w
przypadku obszaru prostokatnego, otrzymujemy cztery brzegi i na kazdym z nich jak wynik
zadanie najwigkszej, najmniejszej wartosci funkcji jednej zmiennej w domknigtym przedziale.

Przyklad Znalez¢ najwiekszg 1 najmniejszg wartosci ponizszych funkcji w zaznaczonych
domknietych obszarach [2]

< <
e flx,y)=x*+y*—xy—x,D = {(x,y)|0 -X= 1}

0<y<1
o flx,y)=x>—y%D={(xy)|x*+y* <1}

Rozwigzanie
0<x<1
. f(x,y)=x2+yz—xy_"’Dz{(x’y)|03ys1}
fl=2x—y—-1=0 <2 1)
, = |=;=)€D

fy=2y—-x=0 3'3

<2_1)_ 1

I\373)= 3

f(0;y) =y%y €(0;1)
9:1») = f(0;¥) = y%y €(0; 1)
g91(0) =0 — I1min = 91(0) = f(0;0)=0
9:.(1) =1 Gimay = 911D =f(0;1) =1

f(Ly)=y*—yy€(0;1)
2

92(y) =y2—y=<y—1) —1,y€<0;1>

y €(0;1)

2 4

92(13)=01 Tomax = 92(0) = 9(1) = f(1;0) = F(1;1) = 0
g(z)=-= = N AT N y €(0; 1)

92?1)=04 gzmi“_gz(i)_f<1’§>_ 4

f(x,0) =x%—x,x €(0; 1)
gg(x)=x2—x=<x—%) —%

93(0) =0 1 1 1
- R SR

951)—04 imax = 93(0) = ga(1) = £(0;0) = £(0; 1) = 0

() =
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fl;1)=x?—-2x+1

9a(x) =x?—2x+1=(x—1)*
940 =1 _ Gamn = gD =f1;1) =0
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=0 = gy =a@®=fon=1 *OV
Iamin = gD =f(1,1) =0
Do poréwnani sg ponizsze warto$ci:
2 1 1 1 1
r(5i3) =3 r(3:9) =3
f(0;0) = 0; f(0;0) = £(0;1) = 0;
f(;1) =1 f(L,1)=0;
f(1;0) =f(1;1) = 0; ;D) =1
1 1
rlig)=-7
fmax = f(0;1) =1
_ 2'1 __1 x €D
fon = £(533) = =3
o fly)=x*-y%D={(xy)x*+y* <1}
fr=2x=0 _
fl=2y=0 (0;0)eD
f(0;0) =0

BrzegobszaruD: x? +y? =1y’ =1-x*oy=4+Vl—x2,x€(-1;1)

:g(x)=f(x,i 1—x2)=x2—(1—x2)=2x2—1,xe(—1;1)

glx) =2x?—-1,x €(—1;1)
gx)=4x=0=>x=0€(-1;1)

gg(;)liz—i — Y9min = g(0) = f(0; £1) = -1
g =1 Imax

Do poréwnani sg ponizsze warto$ci:

=g(x1) =f(£L0) =1

f(0;0)=0; f(0;1) =—-1; f(£1;0) =1

fmax = f(i]-; 0)=1
frin = f(O; +1) =-1

X €D

x € (—1;1)

Ekstremum warunkowe: ekstremami warunkowymi nazywaja si¢ ekstrema funkcji

(max, min) jesli argumenty sg zwigzane dodatkowymi warunkami. Tak wigc, dla funkcji dwu

zmiennych zagadnienie poszukiwania ekstremoéw warunkowych wyglada nastepujaco

f(x,y) - extr
Yx,y) =0
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Ekstremum warunkowe jest uogolnieniem ekstremum lokalnego.

Przy zwigkszaniu liczby zmiennych, liczba warunkow dodatkowych réwniez moze (ale
nie musi) ulec zwiekszeniu, ale dla funkcji n zmiennych maksymalna liczba warunkow
dodatkowych wynosi (n — 1).

Schemat badania ekstremum warunkowego: (0) sprawdzamy czy nie mozna przejs¢ do
funkcji jednej zmiennej, podstawiajac jedng ze zmiennych z warunku dodatkowego; jesli nie
ma takiej mozliwosci, to rozwigzujemy wedtug schematu; (1) formujemy funkcj¢ pomocnicza,
zwang pozniej funkcjq Lagrange’a (lub Lagranzjanem)

Lix,y, 1) = f(x,y) + W(x,y)

(2) badamy ekstrema funkcji L(x,y, 1) podobnie do funkcji trzech zmiennych, co oznacza

. . , . oL JaL oL .
e poszukiwanie punktow stacjonarnych %oy 0, z czego otrzymujemy punkty

podejrzane o ekstremum
e obliczamy wszystkie pochodne czastkowe rzedu drugiego Lagrazjana (lacznie 9 szt.)

e uktadamy macierz Hessego (jako dla funkcji trzech zmiennych x, y i 1)

14 144 124 144 144 !
Lxx ny Lxl Lxx ny l/)x
n n rn 144 144 1A
H, = |Lyx Lyy Ly = Hy=[Lyx Lyy ¥y
144 14 144 ! !
Lyy Ly Lj Y Py O

1 obliczamy jej wyznacznik we wszystkich punktach podejrzanych o ekstremum, wtedy

detH, (Py)) >0 = max
detH, (P)) <0 = min

detH;(Py) =0 = brak odpowiedzi

Przyklad Znalez¢ ekstrema warunkowe [2]

o f(x,y)= i + i, przy warunku xy = 1

e f(x,y) =x%+y3 przy warunku x + y = 2
Rozwigzanie

o f(x,y)= i + i, przy warunku xy = 1

_1=>{x¢0=>[ =1l —l
Xy = y %0 Xy = Yy=7

y = ipodstawiamy do funkcji f(x,y) i otrzymujemy funkcje jednej zmiennej x,

ktérg oznaczymy przez g(x) = f (x, i)
1 x*+1
9 =—+x=
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x? -1
9'(0)=—3;
/ x =1
gx)=0s { 0
x (=00, —1) -1 (=10 ;1) 1 (1; +o0)
g' (x) >0 0 <0 <0 0 >0
gx) 77 loc min Y Y loc max 77
Imin = Imax = 4
o = FC11) = 2

Goin = 9(=1) = =2

I = 9(1) = 2 from = F(1;1) =2

f(x,y) = x3 + y3, przy warunku x +y = 2
W tym przyktadzie réwniez mozna przej$¢ do badania ekstremum funkcji jednej
zmiennej, ale zrobmy wedlug calego schematy ((1),(2)).
flo,y) =x>+y°
Yxy)=x+y—2
L, y, ) = f(x,y) + (x,y)
Loy, )=x3+y3+Ax+y—2)

L' =3x24+1=0 —
L’x=32+/1=0 = x—i = (1;1;-3)

Ly=x+y—-2=0
I =6x = L'.(1;1;,-3)=6
Ly, =Ly, =0 = L'Jﬁx(l; 1;,-3) = L',éy(l; 1;,-3)=0
L'J;y =6y = L'ij(l; 1,-3)=6
Pr=1 = P(1,1,-3) =1
l/)B', =1 = 1/)5,(1; 1;,-3)=1

6 0 1
H;(1;1;-3) = [0 6 1]
1 1 0
6 0 1
detH,(LL-3) =0 6 1|=-12
1 1 0

detH,(1;1;,-3) =-12<0 = fun=f(1;1) =2
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1.7. DZIALANIE NA MACIERZACH. OBLICZANIE WYZNACZNIKA
I MACIERZY ODWROTNEJ. OPERACJE ELEMENTARNE.
ROZWIAZYWANIE UKEADOW ROWNAN LINIOWYCH

Macierze

Definicja Macierzq nazywa si¢ prostokatna tablica liczb. Zapisujemy macierzy w postaci

A= [aij]nxm (lub bez zaznaczania tzw. wymiernosci A = [a;;]), gdzie a;;,i = 1,n,j =1,m

zwane elementami macierzy A4, tzn.

A1 Q1 - Aup
A=|%1 G2 - Gm
An1 QApp - Qpm
Rzedy poziome [@11 Q12 -+ @am],[@z1 Qzz - Q2m], .., [Qn1 Az - 9nm] s3
ai1] [Q12 A1m
zwane wierszami macierzy, rz¢dy pionowe la_?}‘, la_??‘ ) s Iaﬁfn‘ — kolumnami. Wskaznik ij
ani QAn2 Anm

elementu a;; macierzy A pokazuje jego przynaleznos¢ do i-ego wiersza a j-€j kolumny.

Definicja Wymiernoscig macierzy (lub macierz jest o wymiarach) nazywa si¢ n X m,
gdzie n tj. liczba wierszy, m tj. liczba kolumn; oznaczamy przez dim A.

Definicja Macierze A = [a;;] 1 B = [bij] zwane rownymi, gdy dimA = dim B oraz
elementy na odpowiednich miejscach rowne.

Definicja Gdy liczba wierszy 1 liczba kolumn sg réwne sobie, macierz A nazywa si¢
kwadratowa 1 w tym przypadku mowimy, ze A jest macierzq n-go stopnia. Dla macierzy A =
[ai j] n-go stopnia elementy a;,i = 1,n tworza przekatng gtéwng, wtedy jak elementy
Ajpn—i+1 L = 1,n — przekatng druga, innymi stowy

przekatna gtowna przekatna druga
a; . . . . . . . A1in
C Ay, - . . . . © Gyn
asz3 :
. An-1,2
Ann An1 :

Definicja Macierzq zerowg nazywa si¢ macierz, elementami ktorej wystepuja liczby
zerowe. Oznaczamy macierz zerowa przez O, lub bez zaznaczania wymiernos$ci przez O.

Definicja Macierzg jednostkowg (tzw. jedynka macierzowg) nazywa si¢ macierz
kwadratowa, w ktorej na przekatnej gtownej sg 1, a pozostale elementy zerowe. Oznaczamy

macierz jednostkowa n-go stopnia przez I,, lub bez zaznaczania wymiernos$ci przez I.

Przyklad Macierze jednostkowe 1 zerowe o zaznaczonych wymiarach wygladaja tak
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0 =
0y = [0] h
1 0
0 0 I = [o 1
022 = [O 0
00 o [1 0 0
023 S 13 = 0 1 0

Dzialanie na macierzach:

e Transponowanie macierzy: macierz AT = [aji] nazywa si¢ macierzq

mxn

transponowang macierzy A = [al- f]nxm' Inaczej moéwigc macierz transponowang

otrzymamy z macierzy A przestawiajac wiersze z kolumnami, lub przepisujac 1-
szy wiersz jako 1-sza kolumna, 2-gi wiersz jako 2-ga kolumna itd., ostatni wiersz
jako ostatnia kolumna. Takie przeksztalcenie macierzy mozna sobie wyobrazié
jako symetri¢ elementow wzgledem przekatnej gtownej, dlatego macierzy ktore
nie zmienig si¢ po transponowaniu zwane symetryczne.

Niektore wiasnoéci transponowania: (1) (AT =4; 2) dmAd=nxm =
dimAT =m x n.

e Mnozeniem macierzy A = [ai f]nxm przez liczbe ¢ € R nazywa si¢ macierz cA =

[cal- f]nxm' Wskazowka: mnozymy kazdy element macierzy przez liczbe.

e Sumg, roznicq macierzy A = [al- f]nxm 1B = [bl- f]nxm o jednakowych wymiarach
nazywa si¢ macierz C = [al- j T b f]nxm' Wskazéwka: dodajemy, odejmujemy
elementy na odpowiadajacych sobie miejscach. Macierz zerowa jest elementem
neutralnym dodawania badz odejmowania macierzy. Elementem przeciwnym
dodawania do macierzy A wystepuje macierz (—1)A.

e Mnozeniem macierzy A = [ai]-]nxk przez macierz B = [bif]kxm (liczba kolumn
macierzy A réwna si¢ liczbie wierszy macierzy B) nazywa si¢ macierz C =

[Cl- j]nxm’ w ktorej element ¢;; jest iloczynem i-go wiersza macierzy A a j-¢j

kolumny macierzy B (w sensie iloczynu skalarnego wektoréw).

Innymi stowy,
A-B=C
@] [Bis) e = L], 2dzie
byj
cij = [®i1 iz .. ag]- bZJ = a;1byj + apbyj + o+ ay
by
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Macierz jednostkowa jest elementem neutralnym mnozenie dwoch macierzy.
Mnozenie macierzy przez macierz na ogot nie jest przemienne, tzn. A-B # B - A
(czesto jest sytuacja, kiedy iloczyn AB istnieje, natomiast w innej kolejnosci BA
nie istnieje lub na odwrat).

Dla znalezienia iloczynu AB mozna wykorzysta¢ ponizszy schemat

B
A | AB

e Potegowanie macierzy: A2 = A- A, A3 = A% - A, A* = A3 - A, itd.
e Operacje elementarne na wierszach macierzy to s3 wymienione nizej dziatania:
e pomnozenie wiersza macierzy przez liczbg niezerowg
e zamiana dwoch wierszy miejscami
e dodawanie do jednego wiersza innego pomnozonego przez liczbg
W ten sam sposdb mozna okresli¢ operacje elementarne na kolumnach macierzy.
Przyklad Dla ponizszych macierzy A;, i = 1;2, znalez¢: (1) wymiernos$¢: dim A4;; (2)

elementy a3, Az, Ay, Gz4, Aq5 (gdy takie istniejg); (3) transponowanie: AT

1 = 0 o« A = 01 3 O —2]
e A, =[5 -1 2 2711 0 -5 e 7
3 0 -3
Rozwigzanie
a3 =0
1 T 0 Ia31—3
e A =|5 -1 2 = dimA; =3X%x3 [a;p=-1
3 0 -3 Aay,
Aas
1 = 01" 1 5 3
AI=5 -1 2 =lr -1 0
3 0 -3 0O 2 -3
a13=3
[ﬂa31

« A=l o %, o] = dma=2x3 {Zzzfo
24 =€
Qys = —2

_0 1 3 7]
10 -5 e 7

o

0 1
T [1 0 ]
¥
0 e
-2 7
Przyklad Dla macierzy kwadratowych A i B znalez¢ macierz 34 — 2BT + I,, gdzie

A=y =3 4

A7
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Rozwigzanie

Az[é ﬂ = 3‘4:[3 162]

=[5 ol = =1 0 = =[]
sa-26T+h=[g pl=[5 g+l 1= 5l

0

Przyklad Dla macierzy A = [?) _31],3 = [2

~3] 7matese 4B, Ba, 4% B2 4% -
B, AT, BT, AT + BT,
Rozwigzanie

can=0 1l 1=l oty taien )=

2 0-0+3-2 0-(-1D)+3-(-1) 1~
[—2 -1
6 -3
0 -1 [2 -11_[0-2+(-1-0 0-(-1)+(-1)-37_
y BA—[z —1]'[0 3]_[2-2+(—1)-0 2-(-1D)+ (-1)-3]
0 —3]
4 -5

, _ —11 _[2:24+(-1)-0 2-(-1D)+(-1)-3]_ -
. 2= 1]'[2 31]_[ 0;+3-0 0-(—1;+3-3 ]_[g 95]

_[0 —1]:[0-0+(—1)'2 0'(—1)+(—1)'(—1)]:
-1 2.

2 —1l'l2 0+(-1)-2 2-(-D+(=1)-(-1)
2 1
-2 -1
i P B A
’ AT=—21 g]
i BN
’ AT+BT:[—21 g]+[—01 =15 2

Wyznaczniki stopnia 1,213
Definicja (rekurencyjna) Wyznacznikiem detA lub |A| macierzy kwadratowej A n-go
stopnia (n = 1,2,3) nazywa si¢ liczba okreslona w wymieniony nizej sposob
e n=1:det[la;;] = aq;

a1 ago

[ ] = . = . —_ .
n =2 |a21 a22| @11 " Q22 — Qg2 * A21
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a1 A12 Qg3
e n=23: |Az1 Q4 a4z
asz; dsz; dsz
a3y - Azp " A13 — Az1 " Qg
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= Qq1 Az A33 T A1 A3 A31 T Apq - A3z " 13 —

Wskazowka: przy obliczeniu wyznacznikow 3-go stopnia rowniez mozna wykorzystaé

metode Sarrusa (sg dwie wersje) badz metode trojkatow

e metoda Sarrusa

aj; Q12 Q13| 411 Aq2
A1 Qpz QAz3|Az1 QApp =
asz; dzz dszz|dz; Az
i1 as;
= az; +
ass
a3
— aZZ —
asq as;

azs

azs

ais

ass

azq

= QA110Q22033 + Q1203031 + Q13021032 — A31022013 — 032023011 — A33021013

lub
aj;  Ap
az1 Az
az; Az
ai1  Aag2
az1 Az

ais

az3

ass
ais
azs

ai

asq

+ asq -
aj;
azs
azs
ai;
azy

= Q11032033 T 021032013 T 31012023 — A31022013 — Q11432023 — 021012033

e metoda trojkatow

a1 Qg2
a; 4z
asz; ds

aiz

azs

+ [A21

as;

a3

74



Fundusze Europejskie Dofinansowane przez h ok i \S;\CI;/ECEJ\I}VZ(SADDZTWA
dla Wielkopolski Unie Europejska g WIELKOPOLSKIEGO
a3 aiz ai
- azz — |21 - az3| =
asz aszs as;

= Q11032033 T Q12073031 T 021032013 — A31022013 — Q21412033 — A32023011

Przyklad Obliczy¢ wyznaczniki

. |5 —1| 1 1 2
1 2 e |3 5 8
|sin1 —cos1 13 21 34
cosl sinl
Rozwigzanie
5 —1| _ 1)1 —
- |3 2|_52 (-1)-1=8
o |sinl __C051|=sin1-sin1—(—cosl)-cosl=sin21+c0521=1
cosl sinl
1 1 2
e [3 5 8(=1-5-34+3-21-24+1:-8:13-13-5:-2—-21-8-1-3-
13 21 34
1-34=0
Przyklad Rozwigza¢ rownanie
1 0 0
a 5—x 0 |=0
b c x+3
Rozwigzanie
1 0 0
a 5—x 0 |=0
b c x+3
1 0 0
a 5—x 0 |=6G-x)(x+3)+40+0-0—-0—-0=0
b c x+3

G-—x)(x+3)=0
x=-3Vx=5
Dopelnienia algebraiczne, wyznaczniki > 4 stopni, macierz odwrotna

Definicja Minorem (lub podwyznacznikiem) M;; macierzy kwadratowej nazywa sig
wyznacznik macierzy po wykresleniu i-go wiersza a j-ej kolumny. Dopelnieniem
algebraicznym D;; nazywa si¢ liczba D;; = (=) . M;;.

Dopetnienie algebraiczne D;; rozni si¢ od minoru M;; tylko znakiem i to nie zawsze.

Macierz kwadratowa ma tyle minorow (dopetien algebraicznych) ile ma elementow.
Inaczej moéwigc, macierz n-go stopnia ma dokladnie n? minoréw i n? dopelnien

algebraicznych.
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Definicja Niech A jest macierzag n-go stopnia. Wtedy macierz elementami ktorej

wystepuja dopethienia algebraiczne

D11 D12 aew Dln
[Dj] =|P2r P2z - Don
D,, D,, .. Dy,

nazywa si¢ macierzqg dopetnien algebraicznych. Transponowanie macierzy dopeinien

algebraicznych nazywa si¢ macierzq dotgczong macierzy A

AP = [Dij]T

Macierz dopetnien algebraicznych oraz macierz dotagczona macierzy kwadratowej zawsze
istnieja.

Definicja Macierz A™! nazywa si¢ odwrotng macierzq macierzy n-go stopnia A (o ile
istnieje), jesli

AAT1=A"1A=1,

Twierdzenie Macierz odwrotna macierzy A istnieje wtedy 1 tylko wtedy, gdy wyznacznik
macierzy A rozni si¢ od zera.

Innymi stowy, 3A™1 < detA # 0.

Metody na znalezienie macierzy odwrotnej (pod warunkiem, Ze ona istnieje):

e metoda macierzy dotaczonej (lub dopetnien algebraicznych): macierz odwrotng

mozna znalez¢ ze wzoru
1 1 T
-1 _ AD — ..
A= det A A det A [D”]

e metoda macierzy klatkowej (lub eliminacji Gaussa): (1) ukladamy macierz

klatkowa [A | 1 n], dopisujac obok macierzy n-go stopnia A macierz jednostkowa
L,; (2) za pomocg operacji elementarnych na wierszach macierzy klatkowej (tzw.
operacji Gaussa), w lewej czesci robimy macierz jednostkowg I,, (jezeli macierz
odwrotna A~1 istnieje, to odpowiednia lista operacji elementarnych zawsze
istnieje) [A | 1 n] ~ ... ~[I, ] ...]; (3) wtedy po prawej stronie otrzymanej macierzy
klatkowej bedzie macierz odwrotna, tzn.

[A]1 n] ~ operacje elementarne na wierszach ~ [I,, | A™1]

(przy wykorzystaniu metody macierzy klatkowej pamigtamy, ze operacje
elementarne wykonujemy tylko i wylacznie na wierszach oraz na obu cze¢$ciach

macierzy klatkowe;j).
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Przyklad Dla macierzy A = [_23 i] znalez¢ dopeftnienia algebraiczne Dy, i,j = 1,2

oraz macierz odwrotng A~! (gdy ona istnieje) oraz sprawdzi¢ czy znaleziona macierz bedzie

odwrotng do macierzy A.

Rozwigzanie
A= [—23 43;]
My, =4 Dy = (-D)"™'M;; =4
My, = =3 Dy; = (-1)'*?M,;, =3
My, =3 Dy = (=1)**'M,; = -3
My, =2 Dyy = (=1)***My, = 2

detd=|% J|=17%0=34"

[Dy;] = _43 3]
w=[% 3 =5 3]
43
A_1=1_17[§ Q= 7
17 17

. . _ 114 -3 : 2 3
Sprawdzmy, czy macierz A~ = o [3 2 ] naprawdg bedzie odwrotng A = [_3 4]:

.1[4 —3]_1[ 2-4+3-3 2-(=3)+3-2
1713 21 171(-3)-44+4-3 (-3)-(-3)+4-2

_1mn7 o3_m1 o
_17[0 17]_[0 17]
~ 1 _ 1[4-2+(=3)-(=3) 4-3+(-3) 4
Al'Azﬁ[g 23]'[—23 ﬂzﬁ[ 3;+2-(—3) 3-;+2-4
21[17 O]:[l O]
17Lo 1717 lo 1

Tak, macierz A~! jest odwrotna macierzy A.

e

3 4 4
Przyklad Dla macierzy A =[1 —1 0| znalez¢ dopetnienia algebraiczne D;j, i,j =
0 2 1
1,3 oraz macierz odwrotng A~! (o ile ona istnieje).
Rozwigzanie
_ =1 0op_ _ _11 0] _ _11 -1y _
M11_|2 1|_ 1 M12_|o 1|_1 Mis =1, 2|_2
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_ |14 4 _ 13 4] _ _ |13 41_
M21_|2 1 - 4 M23_|0 2|_6 M32_|1 0 - 4
13 4] _ 14 4 _13 4 _
M22_|0 11=3 My =1_1 ol =4 M33_|1 —1|_ 7
Dy, = (_1)1+1M11 =-1 Dy, = (_1)2+1M21 =4 D3y = (_1)3+1M31 =4
Dy, = (—1)1+2M12 = -1 D,, = (—1)2+2M22 =3 D3, = (—1)3+2M32 =4
Di3 = (_1)1+3M13 =2 D,3 = (_1)2+3M23 = —6 D33 = (_1)3+3M33 =—7
3 4 4
detA=|1 -1 0|=1#0=347"
0o 2 1
-1 -1 2
4 4

~7
-1 -1 271 [-1 4 4
AP=|4 3 -6 =|-1 3 4
4 4 -7 2 -6 -7

1[-1 4 4] [-1 4 4
At=2-1 3 4f=|-1 3 4
2 -6 -7 l2 -6 -7

Rozwiniecie Laplaca: obliczy¢ wyznaczniki 4-go i wzwyz stopni mozna za pomocg

rozwinig¢cia Laplaca, w ktérym: (1) wybieramy wiersz badz kolumne wedtug ktorej bedziemy
rozwija¢ wyznacznik (wiersz lub kolumna, gdzie znajduje si¢ najwieksza ilos$¢ liczb zerowych);
(2) rozwijamy wedhug wybranego wiersza lub kolumny jak nizej

e rozwini¢cie wedlug i-go wiersza

aj; Q12 A1z A1g ... QAp
Q1 Qzz QAz3 dpg ... (QAgpn
i1 Qi a;3 Ay .. Qp
an1 An2 ans Ang e Ann

= a;1Diy + a;2Dip + ai3Dis + iy Diy + -+ + ajnDiy

e rozwinigcie wedtug j-ej kolumny

aiq aip alj e Qqn
a21 a22 es a2] s azn
asq as, a3]' .. Qzn
g1 Ay .. a4_]' e Qyp
an1 (2% an]‘ . Apn

= allej + aszzj + a3jD3j + a4jD4j + -+ Clnanj
Rozwini¢cie Laplaca rowniez ma miejsce dla wyznacznikow 2-go 1 3-go stopni.

Przyklad Obliczy¢ wyznacznik 4-go stopnia
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1 0 -2 0
0 2 0 1
1 0 0 1
-3 1 3 5

Rozwigzanie

1 0 -2 0

0 2 0 1)_ i dhug 2 i =0-Dyy+2 Dy +0

1 0 o0 117 [ rozwijamy wedlug 2-go wiersza | =0-Dy; +2-Dy, +0-

-3 1 3 5

Dy3 + 1 Dyy = 2Dyp + Dy = [Dyj = (D)™ My;] = 2(=1)?*2 My, + (—1)?** My, =
2M3; + M3y [Z],

1 -2 0 1 0 -2
Mzz = 1 0 1{ =13 M24 = 1 0 0|=-2
-3 3 5 -3 1 3
[=]2-13+(—2) =24
Rownania macierzowe
Przyklad Rozwigzaé rownanie macierzowe XA = 3B + C7, gdzie
3 4 4 1
A=(1 -1 0|,B=[1 -1 3],C=|0
0 2 1 2
Rozwigzanie
XA =3B+ CT| A1 polewej stronie
XAA™1=BB+CMHA™?
XI;=BB+CcMHA™?
X=BB+CMHA?
B=[1 -1 3]=3B=[3 -3 9]
1
C=(0|=C"=[1 0 2]
2
3B+C"=[3 -3 9]+[1 0 2]=[4 -3 11]
3 4 4 -1 4 4
A=|1 -1 0o|=41=|-1 3 4
0 2 1 2 -6 -7
-1 4 4
X=@BB+CNHA*=[4 -3 11]-|-1 3 4 |=[21 -59 -73]
2 -6 =7

Uklady rownan liniowych
Definicja Uktadem n réwnan z n niewiadomymi (x{; x5; ...; x,) gdy n = 1,3 oraz w
ogolnej postaci nazywajg si¢ ponizsze uktady rownan

L Tl=1: a11x=b1
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a11X1 + A12X; = by

e n=2: {
Az1X1 + Az2X; = by

a11X1 + A12X; + a13X3 = by
o n= 3: alel + azzxz + a23X3 = bz
a31X1 + 32X, + A3z3x3 = by

a11x1 + alzxz + -4 alnxn = bl
e n: Az21%1 + AzpX3 + -+ + AzpXy = by

An1X1 + ApaXy + o+ AppXy = by
Liczby a;; € R zwane sq wspotczynnikami uktadu réwnan, b; € R — wyrazami wolnymi.
: 0,0, ., 0 . . . , ,
Wektor liczb (x;75x; 75 .5 xp nazywa si¢ rozwigzaniem uktadu rownan (z n

niewiadomymi), jezeli podstawiajac wartosci xl-(o),i = 1,n zamiast odpowiednich zmiennych

x;, 1 = 1,n otrzymamy prawidlowe rownosci. Uktad rownan z zaleznosci od ilo$ci rozwigzan
nazywa si¢
e oznaczony, gdy ma dokladnie jedno rozwigzanie;
e nieoznaczony, gdy ma nieskonczenie wiele rozwigzan;
e sprzeczny, gdy nie ma rozwigzan.
Rozne postaci ukladéw rownan liniowych (z trzema i1 z n niewiadomymi):

a11X1 + Q12X + a13X3 = by A11%1 + Q12X + -+ ApXy = by
A31X1 + Az2X, + Ay3x3 = by Az1X1 + Ap2Xp + -+ AzpXy = by
a31X1 + A3,X, + A33X3 = b
31 3272 3373 3 An1Xy + ApoXy + -+ Xy = by
ai1 Q12 Q13| by

a1 Q12 - Q| by
@21 G2z Oz3| by A1 Q2 .. Qzn|b,
azq1 Qa3 dzz b3
An1 QApz - Quulb
a1 Q12 137 [*1 by n
Az1 Gz A3||X2| = |b, aj; Qiz - Qp][*1 by
Q31 Qgzz Aazz]|X3 bs Az1 Az .. Qzp||X2| = | b,
An1 Qnz - Qnal Xn bn
ai;  Aaq QA1n
. . a a .. a . : , o
gdzie  macierz 21 22 e M2n nazywa si¢  macierzq  wspotczynnikow,
an1  QAp2 Ann
a1 Qi - Qin| by X1
a21 azz . aZn b . 7 3 T xz
22 o TEm\ 2| — macierzg rozszerzong uktadu réwnan liniowych, wektor |72
Any Qpz - Qupnlb, X,
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b
. . b : .
nazywa si¢ wektorem zmiennych, wektor | “2 | nazywa si¢ wektorem wyrazow wolnych, a
by,

by
kolumna | ... |P2| - kolumna wyrazow wolnych.
by
Dla rozwigzania uktadu réwnan liniowych zwykle wykorzystujemy jedng z trzech
ponizszych metod:
e metoda Cramera (dla uktadow oznaczonych badz sprzecznych oraz tylko i
wylacznie gdy liczba rownan i liczba niewiadomych sg rowne sobie);
e metoda macierzy odwrotnej (dla uktadow réwnan oznaczonych oraz tylko i
wylacznie gdy liczba rownan i liczba niewiadomych sg rowne sobie);
e metoda eliminacji Gaussa (dla wszystkich uktadow réwnan, w tym dla takich, w
ktorych liczba rownan i liczba niewiadomych rdznig si¢).
Metoda Cramera: glownie polega na obliczaniu (n + 1) wyznacznikéw n-go stopna w
przypadku ukladu rownan z n niewiadomymi. Dla ukladu roéwnan z trzema niewiadomymi

metoda Cramera wyglada nastepujaco:

A31X1 + A2X; + A3X3 = by

{‘111951 + ayx; + ay3x3 = by
A31Xq + A32X; + A33x3 = b3

e przepisujemy uktad za pomocg macierzy rozszerzone;j:

by
bzl

bs

a1 dpz dAzz

[an Ay, adps
asz; dzz dsz

e obliczamy wyznaczniki:

aj; Q412 QAg3
a1 Az Az
31 dzz; dsz

A=

Az =|az az; b,

e w zaleznoS$ci od warto$ci wyznacznikéw szukamy rozwigzanie uktadu rownan (o
ile ono istnieje):

e A # 0 = ukfad rownan oznaczony, a rozwigzaniem wystepuja liczby
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e A =0 oraz chotby jeden wyznacznik A; # 0 (3i € {1;2;3}) = uklad
rOwnan sprzeczny;

e A=0 oraz A; = A, = A; = 0= uklad réwnan nieoznaczony, tzn. ma
nieskonczenie wiele rozwigzan, ale odpowiedzi na pytania jakie sg te
rozwigzania metoda Cramera nie daje.

W przypadku zwigkszenia badz zmniejszenia liczby niewiadomych wraz z odpowiednig zmiang
liczby rownan sama metoda nie ulegnie zmian, a rdznica polega w tym, ze zwigkszy si¢ tylko
liczba wyznacznikéw do obliczania i ich stopni.

Metoda macierzy odwrotnej: glownie polega na poszukiwaniu macierzy odwrotnej (o
ile ona istnieje). Dla uktadu rownan z trzema niewiadomymi metoda macierzy odwrotnej

wyglada nastepujaco:

Az1X1 + Az2X; + A3x3 = b,

{a11x1 + agpx; + ag3x3 = by
a31X;1 + A32X; + A33X3 = by

e przepisujemy uktad w postaci macierzowej:

aj; A1z A13][*1 b,
Az1 Az Q3| |X2| = |by
az1 Az daszllxs bs

e ukladamy rownanie macierzowe:

ai1 Q412 Qg3 X1 by
A=|Az1 QA ay3|,X =|X2(,B=|b,
31 Qzp dszs X3 bs

AX =B

e rozwigzujemy réwnanie macierzowe, z czego otrzymujemy rozwigzanie uktadu

roOwnan liniowych:

X1
X2
X3

AX=B=>X=A"'B= =X=A"'B

Definicja Uktady rownan nazywaja si¢ rownowaznymi, jesli zbiory ich rozwigzan sa
rowne.
Twierdzenie Przy wykonaniu ponizszych operacji na rownaniach, ciggle otrzymujemy
rownowazne uktady rownan:
e tzw. operacje elementarne:

e pomnozenie réwnania przez liczbe niezerowa,
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e zamiana dwoch rdwnan miejscami,
e dodawanie do jednego rownania innego pomnozonego przez liczbg;

e wykreslenie rownania 0 = 0.

Wymienione wyzej operacje elementarne ekwiwalentne operacjom elementarnym na
wierszach macierzy rozszerzonej uktadu rownan.

Metoda eliminacji Gaussa: glownie polega na przeksztalcaniu macierzy rozszerzonej
ukladu réwnan za pomoca operacji elementarnych. Metoda Gaussa dziala na wszystkich
(wzgledem liczby rozwigzan) uktadach rownan, w tym na takich, w ktérych liczba réwnan i
liczba niewiadomych ro6znig si¢. Schemat metody eliminacji Gaussa (krotsza wersja):

e przepisujemy uktad za pomocg macierzy rozszerzone;j;

e wykorzystujagc operacje elementarne tylko i wylacznie na wierszach macierzy
rozszerzonej ukladu rownan oraz wykreslajac zerowe wiersze, na miejscu
macierzy wspotczynnikow robimy macierz schodkowa (tzn. macierz, w ktorej pod
przekatng gtdbwna mamy zera);

e 7z otrzymane] macierzy schodkowej wypisujemy uklad rownan, ktory
rozwigzujemy od dotu (tzn. zaczynajac od ostatniego rownania).

Pod minorem (bez zaznaczenia indekséw) bedziemy réwniez rozumie¢ wyznacznik
macierzy po wykresleniu jednego lub wigcej wierszy lub/i kolumn. Taki minor jest okreslony
zarowno dla macierzy kwadratowej, jak i takiej, ktora nie jest kwadratowa.

Definicja Rzgdem macierzy A nazywa si¢ liczba r = rank(A), taka ze z macierzy A
mozna wybra¢ (wykreslajac wiersze 1 kolumny) cho¢by jeden niezerowy minor stopnia r,
wtedy jak wszystkie minory stopni > r beda zerowe.

Twierdzenie Operacje elementarne na wierszach lub na kolumnach macierzy oraz
wykreslenie zerowego wiersza lub kolumny nie zmieniajg rzedu macierzy.

Rzad macierzy mozna szuka¢ na dwa sposoby:

e najpierw obliczamy minory najwickszego mozliwego stopnia poki az otrzymamy
liczbe niezerowa; jesli taki minor istnieje, to rzad macierzy roéwna si¢ stopniu tego
minoru; jezeli taki minor nie istnieje, powtarzamy procedure dla minorow stopni
o 1 mniejszych dopoki nie znajdziemy niezerowy minor, stopien ktorego bedzie
réwnac si¢ rzedu macierzy;

e za pomocg operacji elementarnych na wierszach badz na kolumnach macierzy
przeksztalci¢ ja w macierz schodkowa, wtedy liczba niezerowych wierszy bedzie

réwnac si¢ rzadowi macierzy.
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Twierdzenie (Kroneckera-Capellego) Uklad rownan ma rozwigzania wtedy i tylko
wtedy, gdy rzedy macierzy wspotczynnikow 1 macierzy rozszerzonej uktadu réwnan sg rowne
sobie.

W praktyce powyzsze twierdzenie oznacza, ze jesli po wykonaniu operacji elementarnych
na wierszach macierzy rozszerzonej otrzymamy wiersz, w ktorym na miejscu wspotczynnikow
beda liczby zerowe 1 odpowiedni wyraz wolny rowniez wynosi 0, to uklad réwnan ma
rozwigzania, a jesli w wierszu wspodtczynniku beda zerowe, a wyraz wolny — nie, to uktad
réwnan bedzie sprzeczny.

Przyklad Znalez¢ ilo$ci rozwigzan ponizszych rdwnan liniowych

{5x—3y=2 {3x+3y=6 {3x+3y=3
[ ] [ ] [ ]

x+y=2 x+y=2 x+y=2
Rozwigzanie

Dla rozwigzania wykorzystamy metode Cramera

{5x—3y=2
x+y=2

HH

Azﬁ ]ﬂ=5—ca)=8¢o — ukdad réwnah ma doktadnie jedno

rozwigzanie
{Sx +3y=6
[ ]
x+y=2
[3 3 6]
1 112

A= ﬁ i = 3 — 3 = 0 = ukfad réwnan ma nieskonczenie wiele rozwigzan

%zg i=6—6=0
3 6 = ukfad réwnan nie ma rozwigzan
B=]7 J=6-6=0

{3x+3y=3
[ ]
x+y=2

FH

A= ﬁ i = 6 — 6 = 0 = uklad rownan nie jest oznaczony

A= B i =3—-—6=-3+#0 = uklad réwnan nieoznaczony

Przyklad Rozwigza¢ oznaczony uktad rownan liniowych
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Z.XZ _x3 = _1

{x1—2x2 +X3=2
xl +x2 +x3:2

Rozwigzanie

Dla rozwigzania wykorzystamy metod¢ Cramera
X1 — 2x2 + X3 = 2
{ Z.XZ - x3 = _1
xl + xz + x3 = 2

Z.XZ + OxZ _x3 = _1

{ x1—2x2+x3=2
x1+x2+x3:2

1 -2 1] 2
0 2 -—1|-1
1 1 112
1 -2 1
A=lo 2 —1l=3=%0
1 1 1
2 -2 1
A=|-1 2 -1|=3
2 1 1
A, 3
=—===1
TN T3
1 2 1
A=10 -1 —1|=0
1 2 1
A, 0
:—:—:O
2= T3
1 -2 2
A=lo 2 -1|=3
1 1 2
A, 3
=—==—=1
BTN T3

Odpowiedz (1; 0; 1).
Przyklad Sprawdzac czy jest ponizszy uktad rownan oznaczony. Jesli tak, to rozwigzaé
3x1 + 4x2 + 4x3 = O
{ x1 - xZ S _1
2x2 + .X3 S 1
Rozwigzanie

Dla rozwigzania wykorzystamy metod¢ macierzy odwrotne;j
3x; +4x, +4x3 =0 3 4 411" 0
0 2 11lx3 1

2x2 +x3:1

< AX = B, gdzie
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3 4 4 X1 0
A= 1 -1 0 ,X = [Xy ,B =1-1
0o 2 1 X3 1
AX=B=X=A"'B
3 4 4 -1 4 4
A=|1 -1 0o[=2A41=|-1 3 4=
0o 2 1 2 -7
-1 4 0 0
X=A"'B= 1 4 -1 1]|=
—6 -7 1 -1

[§§l=[ﬁj

Przyklad Rozwigza¢ oznaczony uktad réwnan liniowych

( X1+ 2x; +3x3+4x, + 5x5 =2
2x1 +3x, + 7x3 + 10x4 + 13x5 = 12
3x1 + 5%, + 11x3 + 16x, + 21x5 = 17

| 2x, — 7x, + 7x3 + 7x4 + 2x5 = 57

k Xy +4x, +5x3 +3x, + 10x5 =7

Odpowiedz (0; 1; —1).

Rozwigzanie
Poniewaz liczba zmiennych i réwnah wynosi 5, to aby nie oblicza¢ szeSciu
wyznacznikoOw 5-go stopnia wykorzystamy metodg¢ eliminacji Gaussa

( X1 + 2x, + 3x3 + 4x4 + 5x5 = 2
2x1 +3x, + 7x3 + 10x4 + 13x5 = 12
3x1 + 5x, + 11x3 + 16x4 + 21x5 = 17
2x1 — 7xy + 7x3 + 7x4 + 2x5 = 57
X1 +4x, + 5x3 + 3x4 +10x; =7

[1 2 3 4 5 2‘|W1( 2)+W2 2 3 4 5 2]
23 7 10 1312w (- 3)+w3| —1 1 2 38|, 1
3 5 11 16 21|17 4 6 [11]72
2 —7 7 7 2|57 wl( 2)+w4[ —11 1 1 -8 53J ~
1 4 5 3 10!7 wl( 1) + we 2 2 -1 s5l5
1 2 3 4 ] W, ltw, [1 2 3 4 5 | 2 ]
[o 1 -1 -2 11+W4[o 1 -1 -2 —3|-8|ws-10+w,
0 -1 2 4 6 11 - 00 1 2 3|3 W3( 4+ ws
lo 11 1 -1 -8 53 (=) + w l 0 0 —-10 —23 -41|-35
0 2 2 -1 5 Lo o 4 3 111 21
[1 2 3 4 5 Zl [1 2 3 4 5 2}
0 1 -1 -2 -3|-8 0 1 -1 -2 -3|-8
0 0 1 2 3|3|mEBFIWsig o 1 5 3 |3|MTW
[0 0 0 -3 -11|-5 [0 0 0 -3 —11 —5J
0o 0 0 -5 —1l9 o 0o 0o 1 2119
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r 2 3 4 5 27 1 2 3 4 5]2]
|0 1 -1 =2 _3_8w-3+w 0 1 -1 =2 —3—8| 1
o 0 1 2 3(3!/™ 7 ""lo 0o 1 2 3[3|"s'5;
0 0 O 1 21 119 0 0 O 1 21119 ~
o 0 0 -3 -—11'-5 L0 0 O 0 52152
1 2 3 4 51 2 (X1 + 2x5 + 3x3 + 4x4 + S5x5 = 2
lo 1 -1 -2 -3 —8] Xz = X3 = 2X4 — 3x5 = —8
0 0 1 2 3|3[|= X3+ 2x4 + 3x5 = 3
0 0 0 1 21 19J X4+ 21xg = 19
o 00 o 1114 | s = 1
X4 + 21x5 =19 X3+ 2x4 +3x5 =3
Xs =1:(x4=19—21x5>=>(x3 =3—2x4—3x5):
x4 = _2 .X3 = 4
Xy — X3 — 2Xx4 — 3x5 = —8 Xy + 2x, +3x3 +4x, + 5x5 =2
(xz =—-8+x3+2x, + 3x5) = (xl =2—2x, —3x3 —4x4 — st)
x, ==5 X, =3
Odpowiedz (3; —5;4; —2; 1).
Przyklad Udowodni¢, ze uktad rownan sprzeczny
x1 + 2x2 - 3.X3 S _1
{le+8xZ+X3=5
le + sz + 10x3 =2
Rozwigzanie
Wykorzystamy metod¢ eliminacji Gaussa
X1 + sz - 3x3 =-1 1 2 -=-3]-1
{5x1+8x2+x3=5 @[5 8 1 5]
2x, + 2x, +10x3; = 2 2 2 101 2
1 2 =3|-1]wi- (=5 +w,[1 2 =3|-1] 1 2 _3_1w-2+w
5 8 1|5 ~ 0 -2 1610W2<_§)0 1 —8—52~ 3
2 2 10l 210wy-(=2)+wzlo -2 16l 4 ~ 0 -2 16l 6
1 2 _3 1 xl + Z.XZ - B.X3 = _1
[0 1 —8 _5] = 1 Xy — 8x3 = _5
0 0 01-4 0=-4
OtrzymaliSmy sprzeczne rownanie 0 = —4, co oznacza ze uktad rownan réwniez jest
sprzeczny.
Z innej strony rzad macierzy wspotczynnikow wynosi 2, bo
1 2 -3 1 2 -3
rz|5 8 1|=rz|0 1 -8|=2
2 2 10 0 0 O
a rzad macierzy rozszerzonej uktadu rownan wynosi 3, bo
1 2 =-3]-1 1 2 =3]1
rz|5 8 1| 5|=rz|0 1 -8|-5
2 2 101 2 0 0 01-4
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co wedtug twierdzenia Kroneckera-Capellego oznacza, ze uktad rownan nie ma rozwigzan.
Odpowiedz Q.

Przyklad Rozwigza¢ nieoznaczony uklad rownan liniowych

5x1+8x2 +x3:5

{xl + sz - 3x3 =-1
le + sz + 10.X3 = 8

Rozwigzanie

Poniewaz uktad réwnan jest nieoznaczony, musimy wykorzysta¢ metode eliminacji

Gaussa
1 2 =3|-1wyi- (=5 +w,[1 2 =3 —1qW2-CDHwsry 5 314
58 1|5 ~ 0 -2 16|10 n lo 1 —8|-5|~
2 2 10l 8lw,-(=2)+wslo -2 16l 10 WZ'(—E) 00 olo

x2:8t_5

1 2 —3 —1 x1+2x2+3x3 :_1
b 1 —5]:{ _
X3 =t

x, = —13t+9
0 X, — 8x3 = —5 :{

Odpowiedz {(—13t + 9; 8t — 5; t)|t € R}.

1.8.  ROWNANIA ROZNICZKOWE ZWYCZAJNE
Podstawowe pojecia i twierdzenia

Definicja Rownanie postaci F(x,y,y",y", ..., y(n)) = 0, zawierajgce niezalezng
zmienna x, niewiadoma funkcje y = y(x) wraz z jej pochodnymi y’,y", ..., y™, nazywa si¢
rownaniem rozniczkowym zwyczajnym. Rzad najwyzszej pochodnej, zawierajacej si¢ w
roOwnaniu, nazywa si¢ rzedem rownania rozniczkowego.

Zwyczajno$¢ rownania roézniczkowego oznacza, ze niewiadoma funkcja jest funkcja
jednej zmiennej (dla funkcji dwu 1 wigcej zmiennych mamy natomiast rbwnania rézniczkowe
czastkowe).

Roéwnanie rézniczkowe zwyczajne niech bedzie dalej zwane RR.

W trakcie rozwigzywania RR pamigtamy rézne notacji pochodnej, tzn. y(n) = Z%
A d_y no__ dzy nro__ d3y
Y T dx Y T ax YT axe

Definicja Zbior funkcji n-krotnie rozniczkowalnych, z ktéorych kazda spelnia RR,
nazywa si¢ rozwigzaniem ogolnym, a poszczegdlna funkcja nazywa si¢ rozwigzaniem
szczegolnym rdwnania rdzniczkowego.

Zwykle rozwigzanie ogdlne rownania rézniczkowego rzedu n zatezy od n statych (tzw.

statych catkowania) Cy, Cs, ..., C,,, poniewaz catka nieoznaczona okresla si¢ z doktadnoscia do
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stalej. A rozwigzanie szczegdlne mozna otrzymaé z rozwigzania ogdlnego podstawiajac
odpowiednie warto$ci parametrow.

Rozwigzanie ogolne rozwigzania rézniczkowego y' = f(x,y) nazywa si¢ jeszcze catkq
0golng RR, a rozwigzanie szczegolne — catka szczegolng RR.

Definicja Zagadnieniem Cauchy’ego (zagadnieniem poczatkowym) nazywa si¢ zadanie
polegajace na znalezieniu szczegdlnego rozwigzania rownania rozniczkowego rzedu n, ktore
réwniez spetnia n warunkow poczatkowych.

Tak na przyktad, zagadnienie Cauchy’ego rzedu k € {1; 2; 3} wyglada nast¢pujaco:

.{F(x' ¥,y =0 Flx,y,y',y") =0 (FCoyy'y",y") =0
y(x0) = Yo i y(x0) = Yo .{ y(x0) = Yo
y'(x0) =1 y'(x0) =y,
¥ (x0) =2
Przyklad Czy jest funkcja y rozwigzaniem RR?
. y' = 5x* + 3e* , V' —2y+y=0
y =x*+e* y=3e*+xe*+1
2vxy' =1 A
* y=Vi+C e y=eX*+(Cx+C,
CER C;,C, ER
Rozwigzanie
L Y= 5x* + 3e*
y =x*+e*

y=x*+e* = 1y =(x*+e¥) =4x3+3e* # 5x* + 3e*

nie jest rozwigzaniem RR

2vVxy' =1
* y=Vx+C
CER
' 1 , 1
y=vx+C = y' =({x+C) =7F = 2&y=2&-m=1

jest rozwigzaniem RR

y'=2y"+y=0
[ ]

y=3e*+xe*+1
y' =3e* +e* +xe* =4e* + xe*
y' = 4e* + e* + xe* = 5e* + xe*

y' =2y +y=>5e*+xe* —2(4e* +xe*)+3e*+xe*+1=1+#0

y=3e*+xe*+1 =

nie jest rozwigzaniem RR
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y” — 462)6
e y=e*4+(Cix+C
C,C, ER

y' = (e +Cix+C,) =2e* +(,

=e?*+(Cx+C, =
y=¢ XL y" = (2e** + () = 4e**

jest rozwigzaniem RR

Przyklad Czy spetnia rozwigzanie RR zaznaczony warunek poczatkowy?

2vxy' =1 y" = 4e
e y=+x o y=eX¥+x
y(0) =0 y(1) =2
Rozwigzanie
2vVxy' =1
* y=+vx
y(0)=0

y=vx = y(0)=v0=0

spelnia warunek poczatkowy

yll — 462x
o y=e*+x
y(1) =2

y=eP+x = y(1)=e?+1#2
nie spetnia warunku poczatkowego
Rozwiazywanie wybranych rownan rézniczkowych
nieliniowych rzedu pierwszego

Definicja RR o zmiennych rozdzielonych nazywa si¢ rownanie postaci f(y)y’ = g(x).

Rozwigzanie RR o zmiennych rozdzielonych otrzymamy po catkowaniu obustronnym,
ktére polega gtownie na catkowaniu rownosci i wytaczaniu funkcji y z otrzymanej réwnosci (o
ile to jest mozliwe). Inaczej mowiac,

fy' =g
f)dy = g(x)dx

[ roray = [ guoax

F(y) =G(x)
y=FGx))
Przyklad Znalez¢ rozwigzanie ogdlne RR o zmiennych rozdzielonych

e y =6x*—sinx+1 e dy = 3x2%dx
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o eYdy = (e* + 4x)dx o y' =g
Rozwigzanie

e y =6x?-sinx+1

d
—y=6x2—sinx+1
dx

dy = (6x? —sinx + 1)dx

J-ldy=j(6x2—sinx+1)dx

y+C =2x3>+cosx+x+C,C, ER
niech C = C, — (3
y=2x3+cosx+x+C,CER
e dy =3x%dx
dy = 3x%dx

J-ldy=j3x2dx

y=x3+CC€eR
e eYdy = (e* + 4x)dx
eYdy = (e* + 4x)dx

feydyzf(ex+4x)dx
e¥ =e*+2x>+C,CER

Ine¥ =1In(e* + 2x% + ()
y =In(e* +2x>+C),C €R

CosXx

o Yy =e¢ sin x
d
%= e“°¥ sin x
dy = e“*sin x dx
fl dy =fecosxsinxdx

cosx =t

. d(cosx) = dt

cosx — — t — _,t — —
fe sinx dx = Csinxdr = del = fe dt et + C = [t = cosx]
sinxdx = —dt
= —eC0sX L

y=—-e“° +CCeR

Przyklad Znalez¢ rozwigzanie szczegdlne RR
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e y =6x?—sinx+1 o eVdy = (e* + 4x)dx
e dy = 3x2%dx o Yy =e%¥gsinx
Rozwigzanie

Rozwigzania szczegdlne otrzymujemy z rozwigzan ogélnych, podstawiajac jakiekolwiek
dopuszczalne warto$ci statej C. Tak wigc,
e y =6x?—-sinx+1
Rozwigzanie ogdlne RR: y = 2x3 + cosx + x + C,C € R
Rozwigzanie szczegdlne: C =0 = y =2x3+cosx +x
e dy =3x%dx
Rozwigzanie ogdlne RR: y = x3 + C,C € R
Rozwigzanie szczegdlne: C =1 = y=x3+1
e eVdy = (e* + 4x)dx
Rozwigzanie ogdlne RR: y = In(e* + 2x2 + C),C € R
Rozwigzanie szczegdlne: C = =2 = y = In(e* + 2x? — 2)
o y =e“%*sinx
Rozwigzanie ogdlne RR: y = —e“*5* + C,C € R
Rozwigzanie szczegdlne: C = e = y =-e —e® ¥

Przyklad Rozwigza¢ zagadnienie Cauchy’ego

y' = 6x?—sinx +1 y'=e sin x
— [}

y(0) =7 y(®)=3

dy = 3x2dx

y(1) =0
e¥dy = (e* + 4x)dx
[}
y(0)=1
Rozwigzanie

Rozwigzania ogdélne RR juz mamy otrzymane w poprzednich przyktadach. Na ogot,
ponizsze rozwigzania sg tylko czescig od catego rozwigzania zagadnienia Cauchy’ego.
y' = 6x% —sinx +1
y(0) =7
Rozwigzanie ogdlne RR: y = 2x3 + cosx + x + C,C € R
y(0)=0+cos0+C=1+C=7
1+4C=7 = (C=6

Rozwigzanie zagadnienia Cauchy’ego: y = 2x3 + cosx + x + 6
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dy = 3x2dx
y(1) =0

Rozwigzanie ogdlne RR: y = x3 + C,C € R
y(1)=14C=0
1+4C=0 = (C=-1
Rozwigzanie zagadnienia Cauchy’ego: y = x3 — 1
e¥dy = (e* + 4x)dx
y(0) =1
Rozwigzanie ogdlne RR: y = In(e* + 2x2 + C),C € R
y(0)=In(1+0+C)=1
In1+4C€)=1 = In(14+C)=Ine = C=e—-1
Rozwigzanie zagadnienia Cauchy’ego: y = In(e* + 2x% + e — 1)

y' =e“*sinx

IO

Rozwigzanie ogélne RR: y = —e®*3* + C,C € R
T Vs
y(5)=—e2+C=—e"+C=C-1=3

C—-1=3 = (=4
Rozwigzanie zagadnienia Cauchy’ego: y = 4 — e°%*
Definicja RR liniowym rzedu pierwszego nazywa si¢ rownanie postaci
y' +p(x)y =q)
Jezeli q(x) = 0, to otrzymane réwnanie y' + p(x)y = 0 nazywa si¢ RR jednorodnym. Jezeli
q(x) # 0, to otrzymane rownanie nazywa si¢ RR niejednorodnym.
Roéwnanie y' + p(x)y = 0 jest rtowniez RR o zmiennych rozdzielonych.

Twierdzenie Rozwigzanie ogdlne rownania rozniczkowego liniowego rzedu pierwszego

mozna znalez¢ ze wzoru
y =e P (f q(x)e"®dx + C),C ER

gdzie P(x) = [ p(x)dx.

W ostatnim wzorze, obliczajac catki nieoznaczone, nie wpisujemy statych, poniewaz stata
C juz jest w rozwigzaniu RR.

Jest rowniez inne metody dla rozwigzywania RR liniowego rzedu pierwszego.

Przyklad Rozwigza¢ RR liniowe rzgdu pierwszego

e Yy +y=1 o y' +3x%y =3x2
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o VY +y=2e% o
Rozwigzanie
e y+y=1
Y +p@y=q@x _ pG)=1
y'+y=1 qx) =1
P(x) = J- ldx =x

jQ(x)eP(x) dx =J-ex dx = e”*
y=e*(e*+C)=Ce*+1,CER
o ¥ +3x%y=3x?

Y +p®y=q(x) _ ph) =3’
y' + 3x%y = 3x2 q(x) = 3x2

P(x) = f 3x%dx = x3

x3=t
fCI(X)eP(") dx = f 3x2e*’ dx = ﬁd(f) = dtm = f etdt = e’ = [t = x3]
3x%dx = dt

x3

=e
y=e*(eX +C)=Ce™ +1,CER
o Y +y=2e3*

y' +p()y =qXx) p(x) =1
=
y, +y, = 233x q(x) = 2@3x

P(x) = J- 1dx = x
1
fq(x)ep(x) dx =f263x-ex dx =f234x dx :534"

1 1
y=e™* (Ee” + C) = §e3x +Ce *,C€ER
e y' +3y=cosx

Y +p®y=q(x) _  pk)=3
y'+3y =cosx q(x) = cosx

P(X)=f3dx=3x

fq(x)ep(x) dx = fcosx-e3xde|;
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I =fcosx-e3x dx =fe3x d(sinx) = e3* sinx—fsinxdes’x
= e3% sinx—f3e3x sinx dx = e3* sinx—j3e3x d(— cos x)
= e3*sinx + 3e3* cosx — f cos x d3e3*

= e3*sinx + 3e3* cosx — f 9¢3%* cos x dx

= e3*sinx + 3e3* cos x — 9]
I =e3*sinx + 3e3* cosx — 91
10I = e3* sinx + 3e3* cos x

1
I = E(e3x sin x + 3e3* cos x);

1 e3*(sinx + 3 cosx
Eﬁ(e“ sinx + 3e3* cosx) = ( 0 )

e3*(sinx + 3 cos x) sinx + 3 cosx
o—3% = +C)| = T +Ce3*CeR

y:

Rozwigzywanie jednorodnych réwnan rézniczkowych liniowych
wyzszych rzedéw o stalych wspoélczynnikach

Definicja RR postaciay’’ + by’ + cy = f(x),a, b, c € Rnazywa si¢ RR liniowym rzedu
drugiego o statych wspotczynnikach (a, b, c). Jezeli dodatkowo f(x) = 0, otrzymane rownanie
ay" + by’ 4+ cy = 0 nazywa si¢ jednorodne. Jezeli f(x) # 0, to otrzymane nazywa si¢
niejednorodne.

Definicja RR postaci a,,y™ + a,_;y® P+ -+ a;y' +agy = f(x),a; ER,i =0,n
nazywa si¢ RR liniowym rzedu n o statych wspotczynnikach (ay, a4, ..., a,). Jezeli dodatkowo
f(x) = 0, otrzymane réwnanie nazywa si¢ jednorodne, a jezeli f (x) # 0, to — niejednorodne.

Definicja Rownaniem charakterystycznym RR liniowego rzedu drugiego

ay" +by'+cy=f(x),a,b,ceR
nazywa si¢ rOwnanie
ar’+br+c=0
ktore otrzymujemy z RR po podstawieniu y'' = A%, y' = 4, y = 1.

Definicja Rownaniem charakterystycznym RR liniowego rzedu n

Y™+ ap 1y V+ o+ a;y +ayy=0,a,€R,i=0,n
nazywa si¢ rownanie

ap A"+ ap A"+t adtay=0
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ktore otrzymujemy z RR po podstawieniu y™ = A", y(=1 = jn-1,

Ly =4 y=1

Roéwnanie charakterystyczne rozwigzujemy w zbiorze liczb zespolonych, co oznacza, ze

rownanie charakterystyczne rzedu n zawsze musi mie¢ dokladnie n rozwigzan (rozwigzanie

krotnosci np. 2 jest to samo, co dwa jednakowe rozwigzania).

Rozwigzania bazowe RR: W zalezno$ci od znalezionych rozwigzan roéwnania

charakterystycznego, otrzymujemy takie tzw. rozwigzania bazowe rownania r6zniczkowego:

e jezeli pierwiastki rzeczywiste, to
e 1 jest pierwiastkiem krotnosci 1 = jedno rozwigzanie bazowe y = e**
. . . . , . . . yl S elx
e A jest pierwiastkiem krotnosci 2 = dwa rozwigzania bazowe Ax
Y, = xe
y; = eM
e 1 jest pierwiastkiem krotno$ci 3 = trzy rozwigzania bazowe | y, = xe?*
Vs = xzelx
[ y = e
. D ) . y, = xe?*
e jest pierwiastkiem krotnosci k = k rozwigzan bazowych | ys = x2e Ax
s =
Vi = xk—l elx

e jezeli pierwiastki zespolone, to (i tj. jednostka urojona, i? = —1)

A = a £ iff sa rozwigzaniami krotnos$ci 1 = dwa rozwigzania bazowe

[yl = e cos ffx
y, = e**sin fx

A = a £ if sa rozwigzaniami krotno$ci 2 = cztery rozwigzania bazowe
v, = e cos Bx
vy, = e** sin fx
y; = xe* cos fx
YV, = xe% sin fx

A = a £ if sa rozwigzaniami krotnosci 3 = sze$¢ rozwigzan bazowych
[y, = e cos Bx
y, = e* sin fx
y3 = xe** cos fx
Vv, = xe™ sin fx
ys = x2e® cos fx
Lye = x%2e® sin fx

A = a £ if sa rozwigzaniami krotnosci k = 2k rozwigzan bazowych
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v, = e* cos fx
y, = e**sin fx
y; = xe* cos fx
Vi = xe® sin fx

ys = x2e% cos fx
Ve = x2e% sin fx
Vok—1 = x¥71e% cos fx

| Yo = x¥7 e sin Bx

Twierdzenie Schemat rozwigzania jednorodnych RR liniowych wyzszych rzedow:

@Y™ + a1 y®V + -t ay +apy=0,a;, ER,i =0,n
uktadamy réwnanie charakterystyczne
ap A"+ an A"+t adtay,=0
rozwigzujemy roOwnanie charakterystyczne = n rozwigzan A4, 4,, ..., 1,
generujemy funkcje bazowe y;,V,,...,¥, W zaleznosci od otrzymanych wyzej
rozwigzan rownania charakterystycznego
wypisujemy kombinacj¢ liniowa rozwigzan bazowych
y=0Cy1 + Gy, + -+ Gy

ktéra zalezy od n statych C; € R,i = 0,n oraz jest rozwigzaniem ogdélnym

jednorodnego RR rzedu n.

Przyklad Rozwigza¢ RR liniowe wyzszych rzedéw

y'+5y'+6y=0

y'+y=0
y'—6y'+9y =0

y'—4y"'+13y =0

Rozwigzanie

yIII _ 5yu + 4y1 =0 ° yIV + 9yu =0
y'+5y'+6y=0
A +51+6=0
A =-3 yr=e %
AZ = _2 = yZ = e—2x

y = Cle_3x + Cze_zx, Cl’z ER
y'—6y'+9y =0
A2—61+9=0

yp =e**

A, =3 =
1,2 ¥, = xe3%

y = C1€3x + sze3x, Cl,z ER
yIII _ 5yu + 4yl =0
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A2 —=512+41=0
A(A2—-51+4)=0
2’1 = 0 yl = eox = 1
=1 = y, = e*
13 =4 Y3 = e4x
y =C, + Cre* + C3e*,C,,C,,C3 ER
° yu + y = 0
A22+1=0
At=-1
Ao =i - y1 =e%%cos(1-x) =cosx
Al'z = 0 i 1l

y, = e%%sin(1-x) = sinx

y=Cycosx+(C,sinx,C;, €R

A2 —42+13=0
A=-36=(60)2 = +A=+6i

= tEO 543 o Yi=ecosdx
12 - y, = e?* sin 3x

y = C,e** cos 3x + C,e**sin3x,Cy, ER

o yV49y"=0

A*+922=0
PA+9)=0
2 —
2=0 AZ+9—0
1.=0 V A4 =-9
12 /134:i3i
=1
Mz =0 Y2 =X
Azq = £3i Y3 = €0s 3x
Y4 = Sin 3x

y =C; +C,x + C3cos3x + Cy sin3x,Cy,C,,C3,C4 ER
Przyklad Rozwigza¢ zagadnienia Cauchy’ego

y'+5y'+6y=0

yIII _ 5yu + 4y1 =0
. y(0) =5 y(0) =2
! b !
y'(0) = —12 y'(0) =4
y"(0) = 16
Rozwigzanie
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Rozwigzania ogélne RR juz mamy otrzymane w poprzednich przyktadach. Na ogot,
ponizsze rozwigzania sg tylko czescig od catego rozwigzania zagadnienia Cauchy’ego.
y'+5y'+6y=0

. y(0) =5
y'(0) = —12

Rozwigzanie ogélne RR: y = C1e™3* + C,e72*,(C;, € R
y' = —=3Ce™3* —2C,e™?*

y(O)=C1+C2 { C1+C2=5 61:2
y'(0) = —3C, — 2C, 3¢, -2C,=-12  C,=3
rozwigzanie zagadnienia Cauchy’ego: y = 2e73% + 3e™%¥
yIII _ 5yu + 4yl =0
y(0) =2
b !
y'(0) =4
y"(0) =16
Rozwigzanie ogdlne RR: y = C; + C,e* + C;e**,C1,C,,C3 € R
y’ = Czex + 4C364x
y” = Czex + 16C364x
y(0)=C1+C2+C3=2 C1+CZ+C3:2 C1=1
Y(O) =C+4C=4 = | G+4G=4 = (=0 =
y"(0) = C, + 16C5 = 16 C, +16C; = 16 Cs=1

rozwigzanie zagadnienia Cauchy’ego: y = 1 + e**
Interpretacja geometryczna RR rzedu pierwszego
Niech dane jest RR rzedu pierwszego x' = f(t, x), rozwigzaniem ktorego niech bedzie
funkcja x = x(t), przechodzaca przez punkt (ty; xo), X0 = x(t;).
Tak na przyktad, jesli jednowymiarowy ruch punktu materialnego okreslony réwnaniem

x(to) = xo

rozwigzanie
’ _ 5
x'(to) = x4

rdézniczkowym x"'(t) = %, to, zakladajac warunki poczatkowe

zagadnienia Cauchy’ego okresla trajektori¢ ruchu. Bez warunkéw poczatkowych, otrzymamy
caty zbidr trajektorii (w zaleznosci od statych catkowania).

Z innej strony z rachunku rézniczkowego funkcji jednej zmiennej widomo, ze y'(x,) =
tg a, gdzie a — tj. kat nachylenia stycznej do wykresu funkcji y = y(x) w punkcie (xq; y,) a
dodatniego kierunku osi Ox. Wykorzystujac to, mozna zdefiniowa¢ pole kierunkow RR i
krzywe catkowe RR [12].

Niektore zastosowania rownan rozniczkowych
Roéwnania rozniczkowe majg swoje zastosowanie niemal wszedzie, gdzie jest zmiana,

ktora w swoja kolej okresla si¢ rozniczka (lub pochodng). Jak juz bylo zaznaczono w
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rozdziatach rozniczkowego i1 catkowego rachunkow, dynamika ruchu jednowymiarowego
punktu materialnego obiektu wedlug drugiego prawa Newtona [13]:
F=ma
Ostatnia rdowno$¢, po podstawieniu zamiast przyspieszenia a pochodng predkosci v'(t) oraz
druga pochodng drogi s (t), przepisuje sie¢ w postaciach
ma=F = mv'(t)=F = ms'"(t)=F
Zaktadajac, ze sita nie zmienia si¢, tzn. F = const, otrzymamy roéwnanie takie rozniczkowe

rzedu drugiego

F
s"(t) = -

Rozwigzaniem ktorego jest funkcja s(t) = % +Cit+CyCi, ER
Przyklad Znalez¢ trajektori¢ ruchu jednowymiarowego punktu materialnego masy m =
3 na ktore dziata stata sita F = 12.

Rozwigzanie

Zgodnie z drugim prawem Newtona F =ma & a= % Podstawiajac a = x"'(t)

. U . F
otrzymamy réwnanie rozniczkowe drugiego rzedu x"' (t) = —

m=3 " _12_
Fe12 = x(t)—3—4
x"(t) =4

fx”(t) dt = f4dt

x'(t) =4t +C,

fx’(t) dt = f(4t + C;)dt

x(t) =2t*+ Gt +C,,C, ER

Trajektoria ruchu jednowymiarowego punktu materialnego jest okreslona funkcja
x(t) = 2t* + Cyt + Cy, gdzie Cy , —to s tzw. state catkowanie, tzn. dowolne state rzeczywiste.

Innym przyktadem jest rOwnanie zwigzane z drganiem harmonicznym (tzn. drganiem
ciata, na ktore dziata sita F ) [13], ktore w jednowymiarowym przypadku ma postac

F = —kx(t)

gdzie x(t) — tj. warto$§¢ wychylenia z potozenia rownowagi (zalezy od czasu), k > 0 — stala, a
znam minus zwigzany z tym, ze sita F skierowana przeciwnie do wychylenia.

Przyklad Rozwigza¢ ponizsze réwnanie jednowymiarowego drgania harmonicznego
cialazmasgm =1
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F = -9x(t)
Rozwigzanie
Zgodnie z drugim prawem Newtona
F=ma=1[a=x"(t)] =mx"(t) =—-9x(t)
mx' (t) = —9x(t)
x"(t) = —9x(t)
x"(t)+9x() =0
22+4+9=0
A1p = X3i

x1(t) = cos3t
x,(t) = sin3t

x(t) = Cix;(t) + Cpx,(t), G2 ER

Al'z = i?)l =

x(t) = Cycos3t+ C,sin3t,C, ER

Cy C2

/612+c§ fclz+cz2
x(t) = /Cz +C2 <Lcos 3t + Lsin?)t)
\Jazy ez JCZ ¥ C?

= [C} + C%(cos ¢ cos 3t + sin ¢ sin 3t)

Istnieje ¢, takie ze cos ¢ = ,Sing = , skad wynikaja ponizsze rownosci

= [cosa cos B + sinasin B = cos(a — B)] = ’Clz + C? - cos( ¢ — 3t)

= [[cos(—y) = cosy] = ’Cf + CZ - cos(3t — )

Tak wigc, funkcja drgania harmonicznego ciata z masg m = 1 ma postac

x(t) = /Clz + C? - cos(3t — )

gdzie m okresla amplitude drgan, a ¢ — ich faze.
1.9. OBLICZANIE CALEK PODWOJNYCH, POTROJNYCH,
KRZYWOLINIOWYCH I POWIERZCHNIOWYCH
Definicja Catkq podwdjng funkcji f (x,y) w domknigtym obszarze D? c R? nazywa si¢

catka

|| ey axay
)

Catke podwdjna mozna obliczy¢ z jednej z wn. rownosci (w zalezno$ci od obszaru D?):
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. D2={my) e R

XL SX <X
91(0) <y < go(x) }:

X2 g2(x)
jff(x:)’)dde= f f f(x;y) dy dx
b? X1 g1(%)

ViISY=Y2 }:
hi(y) <x < hy(y)

2 ha(¥)

]ff(xJ’) dx dy= j’ fy f(x;y) dx dy
DZ

y1 hi(y)

. D2={my) e R

Dhugo$¢ odcinka (x4, x,) € R mozna znalezé za pomoca catki f;lz 1dx = x, — x;.

Twierdzenie Pole plaskiego obszaru D? c R? mozna znalezé za pomoca calki

ffldxdy
D2

Definicja Catkq potréjng funkcji f(x,y,z) w domknigtym obszarze D* c R3 nazywa

podwdjnej, mianowicie

si¢ calka
jf f(x,y,z)dx dy dz
D3

XL SX <X
Niech D3 ={(x;y;2) € R} g:1(x) £y < g,(x) }, wtedy catke potrdjng mozna
hi(x,y) <z < hy(x,y)

obliczy¢ z réwnosci
Xz g2(x) ha(xy)

fff flxy,2) dx dy dz = f f j fQey)dzdy dx
3

x1 g1(x) hi(xy)

Twierdzenie Objeto$¢ bryly D3 c R? mozna znalezé za pomoca catki potrdjnej,

jffldxdydz
D3

Definicja Catkg n-krotng funkcji f (xq, x5, ..., x,) nazywa si¢ catka

ff ff(xl,xz, v Xp)  dxgdx, ..dx,
Dn

mianowicie
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Catkq krzywoliniowg nazywa si¢ catka, w ktorej funkcja podcatkowa przyjmuje swoje
wartosci wzdtuz krzywej. W przypadku krzywej zamknigtej, otrzymamy tzw. catke okrezng.
Catkg powierzchniowg nazywa si¢ catka z powierzchnig w jakos$ci obszaru catkowania.

Przyklad Obliczy¢ calki podwojne:

0<x<1
o JI,.(3x% + 8xy)dx dy, D? = {(x;y) x?<y< x}
1<y<2
2 .
o [[,4xydxdy,D*= {(x,y) y2<x < y3}

Rozwigzanie
1
o J[,,(3x* +8xy)dxdy = [, (f;z(sz + 8xy) dy)dx [=];
f;z(3x2 + 8xy) dy = [3x%y + 4xy2]§:§2 = (3x3 + 4x3) — (3x* + 4x°) =

7x3 — 3x* — 4x5;

L0723 — 3% — 4xS)dx = |Zxt —3x5 —2x6] = (Z_3_2)_g=2
=1, (7% = 3x* — 4x )dx—Lx =X 3x]0—(4 - 3) 0==
2( cy3
o [laxydxdy =[] ([}, 4xy dx)dy =]
3 —3
[z 4xy dx = [2xy1;20; = 2y7 — 2y° ;
2097 5 _[toe_1.6]" =
=1/ @y - 2y9)dx = [3y° -3y ]1 = 42,75
Przyklad Wykorzystujac catke podwojna, znalez¢ pole kota o promieniu r = 1.
Rozwigzanie
X% + y? = 12
¥4y =1 - D_{(x )| —1<x<1 }
MY VTt <y < VI— 22
y=1+vy1—-x%-1<x<1
Wtedy pole kola rowna si¢
1/ Vi-x? 1 1
=Vi—xZ
ffl dxdyzf f 1dy dxzf([y]zz_blfT)dxzf(Z 1—x2)de|;
D -1 \—vVi-x2 -1 -1

z jednego z przyktadow w rozdziale Rachunek catkowy wynika, ze

fwll—xzdxzé(x 1—x2+arcsinx)+C

a wiec

1 1 s s
. —_ — x2 i = i — in(— =——(—=) =
[=]2 > [x 1 —x2 + arcsin x]_l arcsin 1 — arcsin(—1) > ( 2) Vs

Przyklad Wykorzystujac catke potrdjna, znalez¢ wzor na obliczanie objetosci walca o

wysokosci h 1 $rednicy 7.
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Rozwigzanie
- —-r<x<r
= D={(x,y) —WSysm}
0<z<h
Wtedy objetos¢ walca réwna si¢
h or Vrz-x2
fffldxdydz—fj f ldydxdz [=];
0 -7 rz—x2
r2—x2
f 1dy = [yl ‘W =r2 —x2 - (—\/r2 —x2) = 212 — x2
—Vrz=x?

h r
E|1f fZ\/rz—xzdxdzEZ
0 -r

podobnie do jednego z przyktadoéw rozdziatu Rachunek catkowy, mozna znalez¢ catke

[Vr2 —x2dx = %(x\/rz —x2 +7? arcsing) +C =

T

f 24— x2dx = [x r%2 — x2 + r? arcsin —] = r2?arcsin1 — r? arcsin(—1) = nr?;
X=-T
-r

=], fnrz dz = [nr?z]} = nrh
0

1.10. OBLICZANIE CALEK ORAZ ROZWIAZYWANIE ROWNAN
NIELINIOWYCH PRZY POMOCY METOD NUMERYCZNYCH
Obliczanie calek oznaczonych

Metody numeryczne najczesciej wykorzystujemy do aproksymacji funkcji, obliczania
calek oznaczonych oraz rozwigzywania rownan rézniczkowych badz ich ukladow, w
przypadku gdy to nie jest mozliwe (lub bardzo skomplikowane) aby znalez¢ doktadne
rozwigzanie analityczne. Natomiast za pomocg przyblizonych metod obliczeniowych (w tym
ww. metod numerycznych), otrzymamy rozwigzanie na tyle bliskie do doktadnego na ile jest to
potrzebne (od poziomu aproksymacji zalezy ilos¢ odpowiednich obliczen).

Tak, dla obliczania catki oznaczonej mozna wykorzysta¢ metode prostokatow (lewych,
prawych badz srednich), metode trapezéw, metode Simpsona lub metode Gaussa. Wszystkie
metody numeryczne obliczanie catek oznaczonych glownie polegaja na obliczaniu pola figury

ptaskiej ograniczonej wykresem funkcji a osig Ox w odpowiednim odcinku.
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Jedng z najtatwiejszych z ww. metod jest metoda prostokatow, ktora réwniez nie
wykazuje wigkszych trudnosci przy napisaniu programu komputerowego (w np. C++, Pyton).
Metoda prostokatéw Srednich. Krotki schemat metody na przyktadzie obliczania catki
0znaczonej f: f(x) dx funkcji f(x) calkowalnej w przedziale (a; b), takiej ze f(x) = 0,x €
(a; b) wyglada nastepujaco:
f(x) =0,x € (a; b)

fbf(x) dx =?

e przedziat catkowania (a; b) dzielimy na n odcinkéw jednakowej dtugosci [, = b%a

(liczbe odcinkéw n wybieramy sami)
(a;b)y =(a;a+L)U{a+1,;a+2l,)U{a+2L;a+3,)VU..U(b—1,;Db)

(a; ) =| [Ka+ (k—Dly;a+kl,)

e w kazdym odcinku szukamy wartos$¢ funkcji f(x;) doktadnie w jego $rodku, tzn.

a+(k—-Dly,+a+kly,
2

w punktach x;, = =a+ (k—0,5)l,, k =1,n, oraz szkicujemy
prostokaty, w ktorych jedng strong wystepuje odcinek (a + kl,; a + (k + 1)1,,), a
dtugos¢ drugiej strony rowna si¢ ww. srodkowej wartosci funkcji w tym odcinku

e obliczamy pola S, wyzej zaprojektowanych prostokatow i sumujemy otrzymane

warto$ci

Sk =Lf(x) =L f(a+(k—-05),),k=1n

n
2=
k=1

e wtedy z zastosowania catki oznaczonej (rozdziat Rachunek catkowy funkcji jednej

NgE

Lf(a+(k=05)) =L, Z fla+ (k—05)L)
k=1

==
1l

1

zmiennej) wynika przyblizona rowno$¢

b n
ff(x) dx =~ z S,
p k=1

z czego otrzymujemy wzor na obliczenie przyblizone calki oznaczonej funkcji

f(x) o dodatnich warto$ciach w przedziale {a; b) (liczb¢ n wybieramy sami)

b n
f(x)dx = L, f(a+ (k—0,5),)
[re=ny
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Przy wybieraniu liczby odcinkow n, wykorzystujemy zasadeg, ze wartosci funkcji na
koncach kazdego z otrzymanych odcinkéw nie zbyt wiele rdznig si¢. Ogolnie im wicksza liczba
n, tym lepsza aproksymacj¢ otrzymamy.

Podobnie do metody prostokatow $rednich, za pomoca metody prostokatow lewych /

prawych otrzymamy przyblizong warto$¢ calki oznaczonej

b n b n
fdx =1, ) fla+(k—=1)l) fde=1l, ) fla+ kln)\‘
Jreosc-td Jreose=d
b—a b—a
b =— b =— /

Przyklad Obliczy¢ catke oznaczong za pomoca metody prostokatow [ 01 3x%dx,
wykorzystujac przy tym rézne liczby odcinkow. Porownac otrzymane odpowiedzi z doktadnym
rozwigzaniem fol 3x2dx = 1.

Rozwigzanie

Do obliczania catki wykorzystamy §rodkowa wersje metody prostokatow.

a=20
) = b=1

j3x2dx fx) = 3x

0

b
f f(x)dx

e przedziat catkowania dzielimy na 5 odcinkéw:
wtedy dlugo$¢ odcinkdéw wynosi s = 15;0 = 0,2

(0;1) = (0;0,2) U(0,2; 0,4) U (0,4; 0,6) U (0,6; 0,8) U (0,8; 1)

x;. — $rodek odcinka f(x) = 3x7 S = lsf(x) = 0,6x2
k=15 k=15 k=15
0,1 0,03 0,006
0,3 0,27 0,054
0,5 0,75 0,15
0,7 1,47 0,294
0,9 2,43 0,486

5
S = Z S, = 0,99
k=1

Roéznica pomiedzy doktadng a przyblizong warto$ciami catki oznaczonej rowna si¢
[1—-0,99| =0,01

e przedziat catkowania dzielimy na 10 odcinkow:
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wtedy dlugos$¢ odcinkéw wynosi ;g = = 0,1

(0; 1) =(0;0,1) U (0,1;0,2) U (0,2; 0,3) U (0,3; 0,4) U (0,4; 0,5) U (0,5; 0,6)
u(0,7;0,8) U (0,8;0,9) U (0,9; 1)

x; — $rodek odcinka f(x,) = 3x2 S = Liof (xx) = 0,3x2
k=110 k=110 k=110
0,05 0,0075 0,00075
0,15 0,0675 0,00675
0,25 0,1875 0,01875
0,35 0,3675 0,03675
0,45 0,6075 0,06075
0,55 0,9075 0,09075
0,65 1,2675 0,12675
0,75 1,6875 0,16875
0,85 2,1675 0,21675
0,95 2,7075 0,27075
10

S = Z S, = 0,9975
k=1

Réznica pomiedzy doktadng a przyblizong warto$ciami catki oznaczonej rowna si¢
|1 —0,9975| = 0,0025
Rozwigzywanie rownan rézniczkowych
(w tym nieliniowych)
Do metod numerycznych rozwigzywania rownan rézniczkowych naleza takie, jak metoda
Eulera, metoda Rungego-Kuty, metoda Adamsa ta inne. Obejrzyjmy metod¢ Eulera (zwang
jeszcze metodg Eulera-Taylora) [16] dla réwnania rézniczkowego rzedu pierwszego y' =

f(x,y) z warunkiem poczatkowym y(x,) = ¥,

y' =fly)

dy

a - f(x, y)

dy = f(x,y)dx
Yi+1 Xit+1
j 1dy = j f(x,y)dx
Vi Xi
Xit+1

Y = ] £, y) dx
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Xit+1

Yn+1 —Yn = j f(X,_V) dx
X

Xi+1

yn+1=yn+f f(x,y)dx

Xi

Po wykorzystaniu metody prostokatow lewych do obliczania catki f;”l flx,y)dx z
liczbg odcinkow n = 1, otrzymamy roéwnos¢ f;”l fl,y)dx = (x40 — x)f (x1, ), a wiec

Yn+1 = Yn + (i — 2 f (e, 1)
Przyklad Znalez¢ rozwigzanie przyblizone réwnania rozniczkowego wykorzystujac
metode Eulera
e¥dy = (e* + 4x)dx
przy warunku poczatkowym y(0) = 1. Porownaé otrzymang odpowiedz z rozwigzaniem
analitycznym y = In(e* + 2x2 + e — 1).
Rozwigzanie

d
%=ex+4x

d

== )
dy = f(x,y) =(e*+4x)e™”
Fvie (e* +4x)e™

Wybierajac krok h = 0,2 otrzymamy

xXo =20
Yo =y(xo) =1
Xiq1 =X +h > 1
Yier =Yi Hhf O y)

Xo =0 Yo =y(x) =1 f(x0,¥0) = e = 0,368
Xis1 =X+ h Yivr = Yi + hf (e, ) fG,y) = (e* +4x)e™

x, =02 Y1 =Yo +0,2f(xg,¥) = 1,074 f(x1,y1) = 0,691

x, =04 Yo =y +0,2f(xq,y1) = 1,212 f(xz,¥,) = 0,92

x3 = 0,6 y3 =¥, +0,2f(x2,¥2) ~ 1,396 f(x3,y3) = 1,046

x, =08 Yo =y3+0,2f(x3,¥3) = 1,605 f(x4,y4) = 1,09

x5 =1 Ys = Y4 +0,2f(x4,y,) = 1,823 f(xs,y5) = 1,085

Xe = 1,2 Y6 =¥s + 0,2f(x5,¥5) ~ 2,04 f(x6,¥6) = 1,056

x; =14 V7 =Y+ 0,2f (x6,V6) = 2,251 f(x;,y,) = 1,016

xg = 1,6 ys =y7 +0,2f(x7,¥7) =~ 2,454 f(xg,y8) = 0,975

X9 =18 Yo =Yg+ 0,2f (xg,¥8) = 2,65 f(x9,y9) = 0,937
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X190 =2 Y10 = Yo + 0,2f (xq,y9) =~ 2,837 f (%10, ¥10) = 0,901

W powyzszej tabeli dane dotyczace przyblizenia rozwigzania rOwnania rozniczkowego

e¥dy = (e* + 4x)dx
y(0) =1

rozwigzaniem analitycznym ktorego jest funkcja

y =In(e* +2x? + e —1).

W nastepna tabela pordwna wartos$ci rozwigzania przyblizonego y; a odpowiedni wartosci

doktadnego rozwigzania analitycznego:

przyblizone wartosci
argument | aproksymacja doktadnego rozwiazania doktadnos$¢ aproksymacji
X Vi1 y(x;), gdzie Vi1 — ¥ ()l
y=In(e*+2x2+e—1)
X0 =0 Yo=1 y(x) =1 0
L
x, =02 y, = 1,074 y(x;) =In (e + Ve — ﬁ) ~ 1,105 0,031
5 17
=04 | y, ~1212 | y@)=1In (e +3fe? ‘g) ~ 1,261 0,049
7
X3 =06 | ys ~139% y(x5) = In <e 4363 - ﬁ) ~ 1,45 0,054
7
% =08 | ¥, ~1605 | y(x,)=1In (e +3fet + ﬁ) ~ 1,653 0,045
x5 =1 ys ~ 1,823 y(x5) = In(2e + 1) = 1,862 0,039
47
Xe=12 | ye ~ 204 y(xs) = In (e + 38 + ﬁ) ~ 2,07 0,03
s~ 73
=14 | y, ~2251 | y@)=In (e + \/e_+ﬁ) ~ 2,271 0,216
5 103
% =16 | ys ~2454 | y(x)=1In (e +3/e8 +E) ~ 2,467 0,013
- 137
Xo=18| o %265 | y(xy)=1In (e +3e0 + E) ~ 2,657 0,007
Xi0=2 | Y10 = 2,837 y(x10) =In(e + €2 +7) =~ 2,84 0,003

Zwigkszaja krok h pogorsza si¢ sytuacja z doktadno$cig aproksymacji. Natomiast przy

zmniejszeniu kroku h otrzymujemy wartosci blizsze do odpowiednich wartosci doktadnego

rozwigzania rbwnania rozniczkowego.

1.11. Zakonczenie

W powyzszych materiatach przedstawiono podstawowe rozdzialy zaréwno z zakresu

algebry liniowej, tak i analizy matematycznej, ktére sg niezbedne dla réznego rodzaju badan w
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fizyce, technice 1 innych naukach potrzebnych do studiow na kierunku Mechanika i Budowa
Maszyn.

Wigkszo$¢ rozdzialdw napisano bez oparcia na konkretne Zrdodlo, ale sg rowniez takie, do
napisania ktorych byto wykorzystano odpowiednie ksigzki (cytowania zaznaczone) lub strony
internetowe Wikipedia Wolna encyklopedia, wyznacznik.pl, Khan Academy, chatGPT.
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Pawel Sobczak

2. FIZYKA W MECHANICE I BUDOWIE MASZYN
2.1. Wstep

Fizyka to nauka przyrodnicza zajmujgca si¢ badaniem fundamentalnych 1 uniwersalnych cech
$wiata materialnego oraz zachodzacych w nim zjawisk. Jej gtobwnym celem jest odkrywanie
praw rzadzacych przyroda, ktére maja wplyw na wszystkie procesy fizyczne. Gdy zrozumiemy
prawa fizyki i zjawiska zachodzace we Wszechswiecie, bedziemy mogli zatasowac tg wiedzg
w technice 1 inzynierii. Niniejszy rozdziat jest jedynie pewnym wstgpem do fizyki ktorg
poznacie Panstwo na zajeciach. To przypomnienie pewnych wielkosci fizycznych, praw
1 definicji. Ze wzglgdu na ograniczenia obj¢tosciowe poruszone zostaty tylko wybrane aspekty,
a wszystkie poznacie Panstwo na zajgciach. Zajecia z przedmiotu fizyka beda si¢ skladac¢
z wyktadow, ¢wiczen na ktorych bedziemy rozwigzywac zadania i problemy inzynierskie oraz
laboratoriow na ktérych bedziecie Panstwo dokonywa¢ pomiaréw wielkosci fizycznych,
opracowywania wynikOw pomiaréw, analizy danych, czy oszacowania niepewnoSci
pomiarowych. Dlatego rozdzial zawiera zar6wno wybrane wiadomos$ci teoretyczne,

przyktadowy protokoét z laboratoriow 1 rozwigzanie zadania.

2.2. Wybrane zagadania fizyczne

2.2.1. Wielkosci fizyczne, jednostki

Prawa fizyki wyrazaja zwigzki migdzy réznymi wielko$ciami fizycznymi poprzez rdéznego
rodzaju wzory, czy rownania. Warto zaznaczy¢, ze wyrdzniamy wielko$ci podstawowe, takie
jak np. mase, czas, dugos¢ (m, ¢, d) oraz wielkosci pochodne, np. predkosé, site (v, F).
Wielkosci pochodne powstaja z pewnych dziatan na wielko$ciach podstawowych, np. v = s/t.
Wielkosci fizyczne sg wyrazone w pewnych jednostkach np. kilogramach, sekundach, metrach.
Wyrdzniamy jednostki podstawowe (np. kg, m, s) i pochodne (np. m/s, kg:m/s?) oraz wtorne
(np. J, N). W Polsce obowigzuje Migdzynarodowy Uktad Jednostek Miar SI', ktory stosowany
jest na catym Swiecie, jako podstawowy jezyk nauki, technologii, przemystu
1 og6lnoswiatowego handlu. Jest to spdjny uktad siedmiu jednostek podstawowych (Rys. 1.):

kilograma, metra, sekundy, ampera, kelwina, mola, kandeli.

U https://www.gum.gov.pl/pl/redefinicja-si/tablice-z-ukladem-si/3269.Nowe-tablice-z-ukladem-Jednostek-Miar-
SI-po-redefinicji-juz-dostepne.html Dostep: 20.09.2024.
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Rys. 1. Jednostki podstawowe uktadu SI.

https://www.gum.gov.pl/pl/redefinicja-si/tablice-z-ukladem-si/3269,.Nowe-tablice-z-ukladem-Jednostek-Miar-SI-

po-redefinicji-juz-dostepne.html Dostep: 20.09.2024.

Do uktadu SI zaliczamy takze jednostki pochodne oraz pochodne o nazwach specjalnych. Na
Rys. 1. przedstawione zostaty réwniez state (np. 4, ¢, e) na ktérych podstawie sg definiowane
wlasnie jednostki podstawowe. Fizyka opisuje obiekty roznej wielkosci, dlatego jest
konieczno$¢ stosowania roznych przedrostkow jednostek miar (np. mili, mikro nano), co
zostalo pokazane na rysunku Rys. 2. Przedrostki okreslajace wielokrotne 1 podwielokrotne

jednostki miar.

‘Czynnik jNazwa ‘Symbol !Czynnik lNazwa !Symbol
10! \deka da ‘10‘1 }decy ‘d
102 :hekto >h ‘io‘2 ilcenty r{c
103 kilo k "10—3 imili ’m
104 |mega M ‘10"6 &mlkro ’m
107 |giga G ’10“9 nano ’n
1012 tera T ‘10‘12 piko ’p

Rys. 2. Przedrostki jednostki miar.

https://www.gum.gov.pl/pl/redefinicja-si/przedrostki-si/5474.Przedrostki-SI.html Dostep: 20.09.2024.

Wielkosci fizyczne dzielimy na wielko$ci wektorowe 1 skalarne. Wielkosci skalarne (np. masa,
objetos¢, czas, tadunek, temperatura, praca), by je wyrazi¢ wystarczy podac¢ wartos¢ i jednostke.
Z kolei wielkosci wektorowe (np. predkos¢, przyspieszenie, sita, ped, nat¢zenie pola), by je
opisa¢ nie wystarczy poda¢ warto$¢ i jednostke. Do petnego opisu potrzebuja wartosci,

kierunku, zwrotu i punktu przytozenia. Wielkos$ci skalarne (skalary), to porostu liczby. Zupetnie
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inne podejscie stosuje si¢ do wielkosci wektorowych (wektorow), ktore mozna dodawac,
odejmowaé, rozktada¢ na skladowe, czyli te operacje ktére poznaliscie Panstwo
w szkole $redniej. WielkoSci wektorowe zaznacza si¢ w tekS$cie poprzez pogrubienie lub
strzalke nad dang wielkoscig. W tym miejscu jednak chciatby zwrdci uwage na mnozenie
wektorow. Wyrdzniamy dwa sposoby mnozenia wektorow. Zaktadamy, ze mamy dwa wektory

aib.

e Pierwszy sposob, tak zwany iloczyn skalarny. Wyniku mnozenia dwoch wektorow
w sposob skalarny powstaje zwykla liczba (skalar). Iloczyn skalarny zaznacza si¢ we

wzorze poprzez kropke (+)
a-b=|a|-|b|cosa.
Przyktadem moze by¢ praca (W)
W =F-3cosa.

e Drugi sposob, to tak zwany iloczyn wektorowy. Wyniku mnozenia dwoch wektorow
otrzymujemy nowy wektor ¢, ktérego kierunek 1 zwrot okresla reguta prawej dtoni lub

sruby prawoskretnej. Iloczyn wektorowy zaznacza si¢ we wzorze poprzez znak (X)
c=a Xb=|al-|b|sina.
Wektor ¢ jest prostopadty do ptaszczyzny wyznaczonej przez wektory a i b.
2.2.2. Praca, moc energia

Prace (W) wykonang przez stalq sile F definiuje si¢ jako iloczyn skalarny tej sity F i wektora

przesunigcia s. W =F-s = Fscosa [J]

Praca jest dodatnia gdy kat o < 90°, gdy a = 90° praca wynosi 0 (wektor sity i przesunigcia jest
prostopadty, cos (90°) wynosi 0). Maksymalna warto$§¢ pracy jest gdy wektory sily
1 przesunigcia sg rownolegle 1 maja ten sam zwrot (cos (0°) wynosi 1). Gdy jeszcze
uwzglednimy sile tarcia 7, ktéra ma przeciwny zwrot, co sita F, wowczas praca ma warto§¢

ujemng (cos(180°) wynosi -1) i wtedy moéwimy o pracy wykonanej przez sit¢ tarcia 7.
W =T-s = Tscosa []]

Prace (W) wykonang przez sile zmienng F mozna wyrazi¢ poprzez calkg. Pole powierzchni

pod krzywa na wykresie F(X) réwna si¢ liczbowo pracy (W) wykonanej przez sit¢ F na
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odcinku x1 — x2. Przyktadowa praca wykonana przez sit¢ zmienng F zostata przedstawiona na

Rys. 3.

F(X)

Rys. 3. Pole powierzchni pod krzywa na wykresie F(X) rdwna si¢ pracy (W).

Opracowanie wtlasne.

W= f;lz F(x)dx.

Moc (P) definiujemy jako ilos¢ wykonanej pracy W lub przekazanej energii do czasu

¢t w jakim zostala ona wykonana
p="1L=1w|.
1s

Moc 1W jest bardzo mata, dlatego bardzo czesto stosuje si¢ jednostke kilowata 1kW.
W przypadku urzadzen mechanicznych moc tez podawana jest w koniach mechanicznych

(KM). Warto$¢ 1KM, to w przyblizeniu 0,74 kW.

Gdy ciato jest w ruchu to posiada energie kinetyczng (Ex). Rozwazamy energi¢ kinetyczng ciata
poruszajacego si¢ ze stala predkoscig v. Potowe iloczynu masy ciata i kwadratu predkosci

nazywamy energia kinetyczng (£j) ciala o masie m

2
Ey =% /1.

Gdy cialo jest na pewnej wykos$cie £ wzgledem podtoza, to wéwczas ma nagromadzong prace
W w postaci energii potencjalnej grawitacji (E,). Rozwazamy, ze cialo znajduje si¢ blisko
powierzchni Ziemi, wowczas energi¢ potencjalng grawitacji mozemy zapisa¢ w postaci

iloczynu masy m, przyspieszenia ziemskiego g i wysokosci 4 na jakiej znajduje si¢ ciato

E, =mghl[]].
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Mozna wyr6zni€ jeszcze inne formy energii (np. energi¢ potencjalng sprezystosci), jednak nie
bedziemy ich tutaj rozwazac. Warto jednak zaznaczy¢, ze jedng forme energii mozna zamienic¢
w inng, kazda przemiana jednak zwigzana jest ze stratg. Suma energii potencjalnej grawitacji
(Ep) 1 energii kinetycznej (Ex) nazywa si¢ energia mechaniczng (E,) lub catkowita, ktorej

warto$¢ jest stala w pewnym izolowanym uktadzie
Em = Ep + Ek'
2.2.3. Wybrane zagadnienia z kinematyki

Kinematyka jest to dzial fizyki zajmujacy si¢ opisem ruchu cial (bez badania przyczyn ruchu).

Z kinematyka s3 zwigzane nastepujace pojecia:

e ruch jest to zmiana potozenia jednego ciata wzglgdem drugich wraz z uptywem czasu,

e uktlad tych drugich ciat nazywamy ukladem odniesienia,

¢ ruch jest pojeciem wzglednym, zalezy od wyboru uktadu odniesienia,

e punkt materialny to obiekt obdarzony masg, ktérego rozmiary (objgtos¢) mozemy
zaniedbad. Taki opis jest prawidtowy dla ruchu postepowego gdy ciala nie obracajg sig,

ani nie wykonujg drgan.

Predkos¢ (v) definiujemy jako zmiang potozenia ciata w jednostce czasu

X—Xg |Mm
v=—2=|-|
t—to S

Gdy wykreslimy na uktadzie wspoétrzednym zaleznos¢ zmiany potozenia w czasie, to od kata

nachylenia prostej x(¢) zalezy warto$¢ predkosci.

Predkos¢ chwilowa jest pochodng drogi wzgledem czasu. Aby okresli¢ warto$¢ predkosci
chwilowej w danym punkcie na wykresie x(¢), nalezy narysowa¢ styczng do krzywej w tym
punkcie. Wspotczynnik nachylenia stycznej (tangens kata nachylenia) jest rowny predkosci
chwilowej w wybranym momencie

dx
dt ’

Predkos$¢ srednig oblicza si¢ gdy cialo porusza si¢ ruchem zmiennym, tzn. ciato ciggle zmienia
warto$¢ swojej predkosci w czasie. Mozna jg obliczy¢ jako iloraz catkowitej zmiany potozenia

(przesunigcia) do catkowitego czasu, w ktérym ta zmiana zaszla:

Ax _ S1tSp+ ..

ST At T tyttat .

<
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Predkos¢ $rednia opisuje ogdlne tempo zmiany polozenia w czasie, nie uwzglednia ona
chwilowych zmian predkosci w trakcie ruchu — odzwierciedla jedynie wynik koncowy, jak

szybko i w jakim kierunku przemiescit si¢ obiekt w danym czasie.

Przyspieszenie (a) okresla tempo zmiany predkosci. Bedziemy rozwazac¢ przyspieszenie badz
opdznienie jednostajne. Jezeli cialo przyspiesza lub hamuje i jego predko§¢ zmienia si¢
jednostajnie z czasem, to przyspieszenie a tego ciata jest state. Gdy:

e (a>0) to ruch jednostajnie przyspieszonym (predkos$¢ wzrasta),

e (a<0) to ruch jednostajnie op6zniony (predkos¢ maleje).

Av [m dv
a=—|—= | a= —
dt [sz] ub dt

By opisa¢ predkos¢ (v) ciala i polozenie (s) ciala w ruchu jednostajnym zmiennym

wykorzystuje si¢ wzory:

V= 1vy+at [%],

2
s = 50+v0t+% [m].

Zaktadamy, ze przyspieszanie ma wartos¢ statg @ = const.

Swobodny spadek cial w poblizu powierzchni Ziemi, to przyktad ruchu jednostajnie
zmiennego. Przyspieszenie ktorego doznaje swobodnie spadajace cialo nazywane
jest przyspieszeniem ziemskim (grawitacyjnym) g = 9,81 [sz] Swobodny spadek mozemy

analizowa¢ na dwa sposoby: 1) korzystajac z przemiany energii potencjalnej grawitacji
w energi¢ kinetyczng, 2) korzystajac ze wzoréw na ruch jednostajnie zmienny, gdzie a = g.
Ponizej sg wyprowadzone wzory na czas (¢) spadku ciata, wysoko$¢ (4) na ktorej znajduje si¢

ciato oraz predkos¢ (v) jaka uzyska ciato przed uderzeniem w ziemig (tzw. predkos¢ koncowa)

t= \/%h [s]. h=25 [m], v = 2gh [2].

2.2.4. Wybrane zagadnienia z dynamiki
Dynamika jest to dzial fizyki zajmuje si¢ opisem ruchu uwzgledniajac przyczyny ruchu.
Wyrdzniamy:
e mechanike klasyczng — stosujemy gdy ciata poruszaja si¢ z matymi predkosciami
(w poréwnaniu z predkoscig §wiatta ¢),
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e mechanike kwantowa — stosujemy gdy ciala poruszaja si¢ z predkosciami

o poréwnywalnej warto$ci z predkoscig swiatla c.

Ped ciata (p) definiujemy jako iloczyn jego masy i predkosci (wektorowe;))
p=m-v [kg %]

Definicja sity (F) — jezeli na cialo o masie m dziata sita F, to definiujemy ja jako zmiane¢ pedu

' _
W czasie F = " [N].

Zaktadamy, ze m ma warto$¢ stata. Jezeli wprowadzimy do wzoru na site (F) wyzej

zdefiniowany ped (p) otrzymamy znany juz wzor ze szkoly podstawowej, ze F = m - a,

d(mv dm dv dv
dt dt dt dt

F =
Zasady dynamiki Newtona:

e | zasada dynamiki Newtona
Ciato, na ktdre nie dziata zadna sita (lub gdy sita wypadkowa jest rOwna zeru) pozostaje
w spoczynku lub porusza si¢ ze statg predkoscia po linii prostej.

e Il zasada dynamiki Newtona
Tempo zmian pedu ciala jest rowne sile wypadkowej dziatajacej na to cialo. Dla ciata
o statej masie sprowadza si¢ to do iloczynu masy i przyspieszenia ciata.

e [III zasada dynamiki Newtona
Gdy dwa ciala oddziatlujg ze soba, sifa, ktorg ciato pierwsze wywiera na ciato drugie,
jest rowna co do wartos$ci i przeciwnie skierowana do sity, ktorg ciato drugie wywiera

na ciato pierwsze.
Uktad inercjalny 1 nieinercjalny:

e [ zasada dynamiki stwierdza, ze jezeli na ciato nie dziata zadna sita (lub gdy F,, = 0), to
istnieje taki uktad odniesienia, w ktérym to cialo spoczywa lub porusza si¢ ruchem
jednostajnym prostoliniowym. Taki uktad nazywamy ukladem inercjalnym,

e Zasady dynamiki sg spelnione w uktadzie inercjalnym,

e Uklad odniesienia, w ktorym na ciato dzialaja sily bezwladnosci nosi nazwe ukladu
nieineracjalnego,

e W ukladach inercjalnych rzadza takie sama prawa.
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Sity bezwtadnosci:

Iloczyn masy i przyspieszenia (ze znakiem minus) nazywamy sita bezwladnosci Fp
Fb = -m-a [N],

e minus oznacza, ze zwrot sily bezwladnosci jest przeciwny do zwrotu przyspieszenia
uktadu,

e Sita pojawiajaca si¢ w nieinercjalnym uktadzie odniesienia, bedaca wynikiem
przyspieszenia tego uktadu,

e Sita beztadnosci jest sila pozorna, ktéra pojawia si¢ tylko w uktadach nieinercjalnych,
czyli takich, ktore poruszajg si¢ z przyspieszeniem. W odroznieniu od rzeczywistych
sit, sity bezwtadno$ci nie wynikaja z bezposredniego oddzialywania migdzy cialami,
lecz sg efektem przyspieszenia uktadu odniesienia, w ktorym dokonujemy obserwacji,

e Przykladem sity bezwladnosci jest Sita Coriolisa.
Pojecia tarcia:

e Maksymalna sila tarcia statycznego 7 jest roéwna tej krytycznej sile, ktérg musimy
przytozy¢, zeby ruszy¢ ciato z miejsca,
e Dla suchej powierzchni Ty speinia dwa prawa:
o Tsjest w przyblizeniu niezalezna od wielkosci pola powierzchni styku ciat;
o Ty jest proporcjonalna do sity z jaka jedna powierzchnia naciska na druga;

e  Wspolezynnik tarcia statycznego u;

Ts

I‘ls_aa

e (Gdy dziatajaca sita F jest wigksza od T to cialo zostanie wprawione w ruch — wowczas
wystepuje tarcie kinetyczne,
e Tarcie kinetyczne oprocz dwoch praw dla tarcia statycznego speitnia jeszcze jedno
prawo:
o Tknie zalezy od predkosci wzglednej poruszania si¢ powierzchni;
e  Wspolczynnik tarcia kinetycznego

Tk

Mg = FN,

o ur < us — wspdlczynnik tarcia kinetycznego jest mniejszy od wspodtczynnik tarcia

statycznego.
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Réwnia pochyla — analiza ruchu ciala na rowni pochytej, wyznaczenie sity wypadkowe;j

1 przyspieszenia ciata z uwzglednieniem tarcia.

Rys. 4. Rozklad sit na réwni pochylej.

https://fizyka-kursy.pl/blog/rownia-pochyla Dostep: 20.09.2024.

Cialo o masie m znajduje si¢ na réwni pochylej pod katem a do poziomu. Na cialo dziata ciezar
0 (sila cigzkosci) pionowo w dot. Q rozklada si¢ na dwie sktadowe, site nacisku NV 1 sitg
suwajaco ciato z rowni pochytej Fs. Zgodnie z III zasada dynamiki Newtona reakcja na site
N jest sita Fy o tym samy kierunku jednak przeciwnym zwrocie. Sity N 1 Fy rownowazg si¢

wzajemnie. Na cialo jeszcze dziata sita tarcia T. Cigzar mozemy wyrazi¢ wzorem

Q=m-g|[N].

Po roztozeniu ci¢zaru (Q) na sktadowe mamy (V1 Fy). N jest rownowazone przez Fy. Pozostaje

jedynie sita suwajaca ciato z réwni Fj, ktéra jest pomniejszona o site tarcia 7. Site wypadkowa

mozemy zapisac F,=F;—T.
: F :
sina =— Fg=Qsina
Q
N
cosa 26 N =Qcosa

Sita tarcia wynosi T = f - N, gdzie f'to wspolczynnik tarcia. Podstawiamy teraz do wzoru na

site wypadkowa wartos$¢ sity suwajacej i tarcia
F, =Qsina—f"-N,
F, =Qsina—f-Qcosa,
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F,, =mg-sina — fmg - cos a,
F,, = mg(sina — f - cosa) [N].

Gdy obliczylismy wartos¢ sity wypadkowej dla ciala znajdujacego si¢ na réwni pochyte;
mozemy teraz obliczy¢ warto$¢ przyspieszenia jakiego dozna ciato. Przyspieszenie definiuje

si¢ jako warto$¢ sity wypadkowej przez mase ciata

~

w

a= =
m

5

a = mg(sina—f-cosa) [N]
= - ,

a= g(sina—f-cosa) [sz]

Prawo powszechnego cigzenia: kazde dwa ciala o masach mi i m2 przyciagaja si¢ wzajemnie
sifag grawitacji wprost proporcjonalng do iloczynu mas, a odwrotnie proporcjonalng do

kwadratu odlegto$ci miedzy nimi

mpm;

F1:F2:G 7z

gdzie G to stala grawitacji, G = 6,67-10"" Nm*/kg?. Jak juz zostalo to wyzej wspomniane, ciezar

ciata (sita grawitacji) wyraza si¢ wzorem
Q=m-g|[N].
Elementy wytrzymalosciowe cial stalych

Prawo Hooke’a: Przyrost dlugosci A/, jakiego doznaje ciato spr¢zyste rozciggane sitg osiowg
F, jest wprost proporcjonalny do wartosci tej sity i do dlugosci poczatkowej /y ciata oraz
odwrotnie proporcjonalny do jego pola przekroju poprzecznego S, a ponadto jest zalezny od
rodzaju materiatlu. Zachowanie ciata sprezystego na ktore dziata osiowa sila rozciagajgca

zostalo pokazane na Rys. 5.

Rys. 5. Rozciaggane sitg osiowg probki, prawo Hooke’a.

http://www.fizykon.org/statyka osr_ciagle/sprezystosc_prawo_hooke.htm Dostgp: 20.09.2024.
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Rodzaj materiatu okresla wspotczynnik proporcjonalnosci k& lub modut Younga £

Fl,
A=k~

k — wspotczynnikiem proporcjonalnos$ci
E — modut sprezystosci podtuznej, modut Younga [Pa]

Zwiazek pomigdzy wspotczynnikiem proporcjonalnosci, a modutem sprezystosci podtuzne;,

modutem Younga okresla wzor

l_-F.
k

Pojecie naprezenia (o) — okresla si¢ jako warto$¢ liczbowa sity przypadajacej na jednostke

pola przekroju poprzecznego odksztatcanego ciata
o= g [Pa] .

Prawo Hooke’a mozna wyrazi¢ przy uzyciu naprezenia i modulu sprezystosci podtuzne;,

modutu Younga w nastepujacy sposob

Rozne materialy sa badane w maszynach wytrzymato$ciowych, ktére pozwalaja zbadac¢
wlasnosci poszczegolnych materiatlow, zachowanie materiatu (probki) w zaleznosci od sity
1 napre¢zenia oraz wyznaczy¢ warto$¢ napr¢zenia, po przekroczeniu ktorego nastepuje
rozerwanie materiatu. Maszyny podczas proby generuja wykresy podobne do tego pokazanego

na Rys. 6. Na wykresie mozna dostrzec charakterystyczne punkty:

e P — granica proporcjonalnosci,

e §— granica sprezystosci,

e () — granica ptynnosci ,

e R — punkt, w ktorym jest osiggnigte napr¢zenie R, zwanego wytrzymalo$cia na
rozciaganie,

e T —rozerwanie.
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) odksztalcenia trwale
/er-

znaczace wydtuzenie

Rys. 6. Badanie wytrzymato$ciowe probki materiatu.
Kaminski, W., Kaminski, Z. (2020). Fizyka dla kandydatow na wyzsze uczelnie techniczne tom I, PWN.

Prawo Hooke’a ma tylko zastosowanie na odcinku OP. R, to warto$¢ napre¢zenia,
po przekroczeniu ktoérego nastepuje rozerwanie materiatu, ktéra np. dla stali wynosi ok.

R, = 3-10% Pa. Wytrzymato§¢ materiatu na rozcigganie zalezy od:

e jednorodnos$ci materiatu,
e obecnosci rys, pecherzykow gazu,
e temperatury,

e czasu dziatania sity, jej zmiennoSci, itp.

Ze wzgledu bezpieczenstwa w obliczeniach konstrukcyjnych wprowadza si¢ wspotczynnik
bezpieczenstwa n. Okresla on ile razy napr¢zenie dopuszczalne k., ktore moze wystapic
w materiale, powinno by¢ mniejsze od jego wytrzymatosci Rr. Dla przecigtnej konstrukcji

n przyjmuje warto$¢ od 5 do 10.

2.3.  Wprowadzenie do pracowni fizycznej

2.3.1. Niepewnosci pomiarowe

Kazde ciato fizyczne lub zjawisko fizyczne ma wiele cech mierzalnych, ktére bedziemy
mierzy¢ na pracowni fizycznej 1 wyraza¢ w jednostkach uktadu SI. Pomiaréw bedziemy
dokonywa¢ za pomoca narzedzi pomiarowych, takich jak: suwmiarka, waga, termometr itp.

Pomiary dzielimy na:

e bezposSrednie — wynik pomiaru odczytujemy bezposrednio z narzg¢dzia

pomiarowego (np. pomiar czasu stoperem, pomiar dtugosci suwmiarka itp.),
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e posrednie — wielko§¢ ktora chcemy wyznaczy¢ nie uzyskujemy bezposrednio
z narzedzia pomiarowego lecz obliczen ze wzoru po uprzednim pomiarze kilku
wielkos$ci w sposob bezposredni (np. pomiar predkosci ciata, na poczatku mierzymy
bezposrednio przemieszczenie s 1 czas trwania ruchu ¢, a nastgpnie za pomoca

obliczen wyznaczamy predkos$¢ v = s/t ).

Kazda mierzona wielko$¢ fizyczna ma swoja warto$¢ rzeczywista (xo) — oczekiwana, z pomiaru
uzyskujemy wartosci pomiarowe (x). Rdznica warto$ci rzeczywistej i zmierzonej nazywa si¢

btedem rzeczywistym lub rzeczywistg niepewnos$cig pomiarowg
Xo — X = Ax,,.

Warto zaznaczy¢, ze wartoSci rzeczywiste wielko$ci fizycznych sg nieznane. Szacuje si¢
przedziat x £ Ax w ktérym z duzym zatozonym prawdopodobienstwem miesi¢ si¢ wartos$¢
rzeczywista xo,. Potowe szerokosci tego przedziatu bedziemy nazywac niepewnoScia

pomiarowa Ax pomiaru x. Niepewno$¢ pomiarowa dzielimy na:

e systematyczna zwigzang z aparaturg pomiarowg i zastosowang metod¢ pomiarowa,
e przypadkowa zwiazang tylko i wylacznie z przedmiotem pomiaru (przedmiotem

badan), a nie z przyrzadem pomiarowym.
Calkowita niepewno$¢ systematyczna wynosi:
Ax = Axyz + Ax, + Ax, ,
gdzie:
Axq — to warto$¢ najmniejszej podziatki na skali urzadzenia (np. w przypadku linijki to 1mm),
Axy — to doktadno$¢ wzorowania zalezna od zakresu i klasy narzedzia pomiarowego,

Ax, — to warto$¢ niepewnosci pochodzacej od obserwatora (potowa szerokosci wahan

wskazdwki, polowa najmniejszej podziatki na skali).

Z kolei miara niepewnosci przypadkowej jest odchylenie standardowe pojedynczego pomiaru

Sy lub odchylnie standardowe warto$ci sredniej. Maksymalna niepewnos¢ przypadkowa wynosi
Sz = 35,

gdzie:
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1 < i

. = 1 , . Y ’ :
gdzie: x = ;Z?ﬂ x;— $rednia arytmetyczna (z pomiarow bezposrednich)

x;— warto$ci kolejnych pomiaréw,
n — liczba pomiarow.
Zatem calkowitg niepewno$¢ pomiarowa obliczamy
Ax = Axyz + Axj + Ax, + 3S,.

Po obliczeniu catkowitej niepewno$ci pomiarowej dokonujemy stosownego (zgodnie
z zasadami zaokraglania pomiar6w) zaokraglenia warto$ci niepewnosci oraz wyniku pomiaru
(wartosci $redniej) do takiego miejsca znaczacego jakim jest ostatnie miejsce znaczace

niepewnos$ci pomiarowej i zestawiamy
x = (X — Ax.)[jednostkal.
W przypadku pomiaréw posrednich niepewno$¢ pomiarowa oblicza si¢ ze wzoru

_ Zmax ~ Zmin

Az =
2
gdzie: Zmax 1 Zmin 0znaczajg odpowiednio maksymalna 1 minimalng warto§¢ pomiaru
posredniego.

W przypadku gdy funkcj¢ Z da si¢ przedstawi¢ w postaci iloczynowej, jak ponizej

an

— ap a
Z=C*x; " *X,° % %Xy

do obliczenia niepewnosci catkowitej pomiaru posredniego mozna zastosowaé wzor

uproszczony:
= o ([q 22 a2l [ A
Az —Z([al xl] + [az x2]+ + [an -, )
2.3.2. Przykladowy protokol z pracowni fizycznej
Imig i nazwisko: Kierunek: Podpis:
Rok: Semestr:
Data opracowania: Cwiczenie prowadzit: Ocena:
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I. Temat: Wyznaczenie wspotczynnika zalamania §wiatla metoda kata najmniejszego

odchylania.

II.  Wstep:
1. Cele doswiadczenia:
v' Wyznaczenie wspélczynnika zalamania $wiatla metoda kata najmniejszego
odchylenia za pomocg spektrometru i pryzmatu, przy uzyciu lampy rteciowe;.
o Pomiar kata najmniejszego odchylania

o Pomiar kata tamigcego w pryzmacie

Zalamanie $wiatla nastepuje na granicy dwéch osrodkow przezroczystych o rdznej
gestosci. Miarg zatlamania $wiatla jest wspoOlczynnik zalamania n, ktéry wyznacza si¢

z zalezno$ci:

sina

n =
sinf

a — kat padania §wiatla

S — kat zatamania $wiatla

Rys. 1. Zatamanie $wiatta w pryzmacie

e Kat padania $wiatta (angle of incident i) — kat QON = a

e Kat zalamania $wiatla (angle of refraction r) — kat MOO’ =

e Kat najmniejszego odchylenia (angle of deviation §) —kat SLK = §
e Kat tamigcy pryzmatu (=angle of refractive A) — kat BAC = ¢

Z powyzszego rysunku wynika kilka zaleznosci:
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1 1
=19  a=30+@)  §=2-p)

sin%(& + @)

<p=%(yl+yp) 6=lg—¢g,| lub 6=|£p—£0|

it
sin_@
2. Przebieg doswiadczen:

Do pomiaru kata tamigcego 1 najmniejszego odchylenia uzywamy spektrometru, ktory sktada

sie z nastepujacych czesci: kolimatora, stolika, lunety i1 katomierza.

Rys. 6.5 : Z - lampa spekiralna, Kn — K ~ kolimator, Kp — kolo podzialowe,
§ - stolik, Lu - lunetka, Mo — mikroskopy odczylowe skali, O — badany pryzmat

Rys. 2. Budowa spektrometru

Doswiadczenie 1.

Wyznaczenie kata lamiacego ¢ w pryzmacie

Uruchom lampe rteciowa. Kolimator spektrometru umie$¢ blisko zrodta $wiatta. Usun
szczeling z lamy, jezeli intensywno$¢ $wiatla jest niska. Ustaw odpowiednig szeroko$é¢
szczeliny kolimatora (szczelina musi by¢ waska, tak by uzyska¢ intensywna wiazke Swiatta).
Nastgpnie obro¢ lunete do bezposredniego widzenia szczeliny (na wprost kolimatora)
1 ustaw okular lunety, aby uzyska¢ wyrazny obraz szczeliny. Ustaw lini¢ pionowa na $rodku
szczeliny. Umies$¢ pryzmat na stole jak to zostato pokazane na Rys. 3. (chropowata $ciankg do
lunety). Pryzmat powinien by ustawiony na stoliku w taki sposob, aby $wiatto z kolimatora
biegto w przyblizeniu réwnolegle do dwusiecznej kata tamigcego. Wigzka swiatla rozdzieli si¢

na dwie wigzki tworzgce ze soba kat y; + y,,. Mierzymy katy y; 1),
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Rys. 4. Pomiar kata famigcego w pryzmacie

Mierzymy katy y; 1 ¥, naprowadzajac lunet¢ na kierunek badanego promienia
1 doprowadzamy do potozenia, w ktorym obraz szczeliny poryje si¢ ze Srodkiem pola widzenia,

oznaczonym pionowg kreska (z lewej 1 prawej strony pryzmatu).
1
o=50+n)

Doswiadczenie 2.

Wyznaczanie kata najmniejszego odchylania § w pryzmacie

Uruchom lampe rteciowa. Kolimator spektrometru umie$¢ blisko zrodta $wiatta. Usun
szczeling z lamy, jezeli intensywnos$¢ $wiatta jest niska. Ustaw odpowiednig szeroko$¢
szczeliny kolimatora (szczelina musi by¢ waska, tak by uzyska¢ intensywna wiazke swiatta).
Nastgpnie obro¢ lunete do bezposredniego widzenia szczeliny (na wprost kolimatora)
1 ustaw okular lunety, aby uzyska¢ wyrazny obraz szczeliny. Ustaw lini¢ pionowa na $rodku
szczeliny, a nastgpnie dokonaj pomiaru kata &,,.

W celu wyznaczenia kata najmniejszego odchylenia ustawiamy pryzmat na stoliku
spektrometru tak, aby wigzka z kolimatora biegta prostopadle do dwusiecznej kata tamigcego
(zgodnie z Rys. 5). Nastgpnie obracaj lunete w lewa strone, tak by poszuka¢ czystego widma
$wiatla bialego. Wybierz sobie jedng linie widmowa (np. czerwong). Obserwujac widmo
w lunecie obracaj stolikiem optycznym w lewo. Zaobserwuj takg sytuacje, ze poszczegdlne
linie widmowe zatrzymaja si¢, a nastgpnie zaczng zmienia¢ swodj kierunek. Wowczas
naprowadzamy lunete na wybrang linie widmowa 1 doprowadzamy do potozenia, w ktérym

srodek wybranej linii widomej pokrywa si¢ z pionowg kreska, odczytujemy kat &;.
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Rys. 5. Pomiar kata najmniejszego odchylania w pryzmacie

III. Pomiary:

Doswiadczenie 1.
Wyznaczenie kata lamiacego ¢ w pryzmacie

Mierzymy katy y; i V,-

Ay,, = 0,5° Ay, = 50,5 =025°
Ay,, = 0,5° Ay, = % 0,5 = 0,25°
Lp. Y1 Yo
1. [57,5° 62,5°
2. |57,0° 63,0°
3. |57,5° 62,5°
4. 57,0° 63,0°
5. |57,0° 63,5°

Doswiadczenie 2.

Wyznaczanie kata najmniejszego odchylania § w pryzmacie
Mierzymy katy &, i €;.

Ag,, = 0,5° A&y, =50,5=0,25°

Agy, = 0,5° Ag, =-0,5 = 0,25°
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Lp. & €o

1. |0,0° 38,0°

2. 10,0° 38,0°

3. 10,0° 38,0°

4. |10,0° 38,0°

5. 10,0° 38,5°

IV. Opracowanie wynikow:

Doswiadczenie 1.

_ _Vitvatvystvatys 575°+57,0°+57,5°+57,0°+ 57,0°

=57,2°
Vi 5 5

0,273861279
i T

Ay, = Ay, + Ay, + 3 xs3, = 0,5+ 0,25 + 3 % 0,122474487 = 1,117423461 ~ 1,1°

s = 0,122474487

_ y1+y,+ys+ys+ys 62,5°+63,0°+62,5°+ 63,0°+ 63,5°
Yp = 5 = c

= 62,9°

_0,418330013
Yo T T

Ay = Ay, + Ay, + 3+ s = 0,5+ 0,25 + 3 % 0,187082869 = 1,311248607 ~ 1,3°

s = 0,187082869

Wrynik doswiadczenia:
Y= (67,2° + 1,1°)
Yp = (62,9° + 1,3°)
Doswiadczenie 2.

&1+ &+ 3+ &4+ &5
gl: =

5

o

Sg =—=0

R

Ag = Agy, + Ag +3 %55, =05+ 0,25+ 3 %0 =0,750° = 0,8°
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& +&tes+e,+es 38,0°+ 38,0°+4 38,0° 4 38,0° 4+ 38,5°
& = = = 38,1°
5 5
0,223606798
sz = ——— = (0,10000000001

° V5
Ag, = Ag,, + Ag,, + 3 x5z, = 0,5+ 0,25 + 3 % 0,10000000001 = 1,05° = 1,1°
Wrynik doswiadczenia:
g = (0,00 + 0,8°
g = (38,1° + 1,1°

Wyznaczanie kata lamiacego pryzmat

1 1
0=5 (i +7,)= 5(57'20 + 62,9°) = 60,05° =~ 60,1°
1 1 (o] (o] 1 (o] o
Apmin =5 (=871 = Byy) =5 (=1,1° = 1,3°) = 5(=24°) = —1,2
1 1 (o] (o] 1 o] (o]
APrar = E(Ayl +Ay,) = 3 (1,1°+ 1,3°) = 3 (2,4°) = 1,2

80 = 5 (e ~ Agpun) =5 (12° = (~1.2) = 7(247) = 12°
Kat lamiacy pryzmat wynosi:
o=(601 + 1,2) [
Wyznaczanie kata najmniejszego odchylenia w pryzmacie
§=1§ —¢,| =0°—38,1°| = 38,1°
Abpin = (—Ag — Agy) = (—0,8°—1,1°) = —-1,9°

A6max = (Agl + AEO) = (0,80 + 1,10) = 1'90
1 1
A8 = = (Bdmax = Bmin) =5 (1,9° = (=1,99)) = 1,9°

Kat najmniejszego odchylenia wynosi:

5=(381 F 1,9 []
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Wyznaczanie kata zalamania Swiatla

1 1
B =75 =5%601°=3005~ 301°

1 1
ABmin = E(_AQD) = E(—l,zo) = —0,6°
1 1 . .
ABmax = E(A(P) = 5(1,2 )=10,6

1 1
AR = E (Aﬁmax - Aﬁmin) = E (0,6° — (_0'60)) = 0,6°

Kat zalamania Swiatla wynosi:
B= (301 + 06) [

Wyznaczenie kata padania Swiatla

1 1
a=5(5+¢)=5(381°+601°) =49,1°

1 1
Aamin = 5(_A5 —Ap) = E(—1,9° —1,2°) = —-1,55°~ —1,6°

1 1
Aty = E(A5 + A(P) = 5(1,90 + 1,2°) = 1,55° = 1,6°

1 1
Aa = E(Aamax — Aapin) = 5(1,6° - (—-1,6°) =1,6°

Kat padania Swiatla wynosi:
a= (49,1 + 1,6) [
Wyznaczanie wspélczynnika zalamania Swiatla

An

sin Aa
— = |1]
n

sinAB|  sin(1,6°) sin(0,6°)
sinf | sin(49,1°) * sin(30,1°)

|+1-1

sina

_sina_ sin(49,1°)
n= sinf  sin(30,1°)

=1,507153 = 1,51

An = 0,00871 = 0,009
Wspolezynnik zalamania Swiatla wynosi:

n=( 1,51 F 0,009 )

SAMORZAD
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= 0,057820968
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V. Whnioski:

Wspotczynnik zalamania §wiatta, ktéry wyznaczyliSmy jest zgodny z warto$cig tablicowa,

bowiem dla badanego pryzmatu wynosit 1,51.

2.4. Zadania

2.4.1. Przykladowe rozwiazanie zadania

Do regulacji predkosci ruchu obrotowego sg stosowane regulatory Watta. Sktadajg si¢ one
z dwoch kul potaczonych z osig obrotu za pomocg przegubowo zawieszonych pretow. Przy
zwickszaniu si¢ predkosci obrotowej regulatora — kule pod wplywem wzrastajacej sily
odsrodkowej bezwladno$ci unoszg si¢, podnoszac osadzony przesuwnie na osi suwak. Ruch
suwaka moze by¢ wykorzystany do otwierania i przymykania zaworoéw w przewodzie parowym
lub do innej czynnos$ci regulacyjnej. Obliczy¢ kat nachylenia ramion regulatora, jezeli dlugos¢

pretow, na ktorych zawieszone sg kule, wynosi 200 mm, a o$ regulatora wykonuje 2 obroty na

sekunde?.
)
Dane: [=200m, f=2Hz, [=0,2 m, 2=9,81 m/s?
Szukane: o=7
Wzory:
Q =mg
_ 2nr
VST
- mv?
By
_— 1
f
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Q — cigzar ciata
Fp — sita bezwladnosci (sita odsrodkowa)

N — sita naciagu preta

Fp

tga = —
9= 7

. r .
sina = 5 r=lIlsina
v =2nrf v =2nflsina

m(2nfl sin a)?
B =
r

_ m2nflsina)?
B [sina

Fy = m4n?f?lsina

m4m?f2lsina
myg

tga =

sina

tga =
g cosa

sina  4m?f2lsina

cosa g

1 4nf?l
cosa g
9

cosa = szl

9,81

- =031
COSA= 3 3142.22.0,2

Z tablic matematycznym mozemy odczytac, ze oo = 71°.

Odpowiedz:

Kat nachylenia ramion regulatora wynosi 71°.
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2.4.2. Zadania
Zadanie 1

Na mniejszy tlok prasy hydraulicznej o $rednicy 10 cm dziata sita 80 N przesuwajac go
0 40 cm. Obliczy¢ sit¢ nacisku prasy oraz przesunigcie wigkszego tloka, jezeli jego $rednica

wynosi 60 cm. Porowna¢ prace wykonang przez obydwa ttoki’.

Zadanie 2

Na spadkownicy Atwooda, stuzacej do pomiaru przyspieszen, zrownowazono dwa odwazniki
po 100 g, a nastgpnie obcigzono dodatkowo jeden z nich cigzarkiem 10 g. Obliczy¢
przyspieszenie jakiego dozna uktad cigzarkow, oraz czas ruchu uktadu, jesli wysokosci

h dodatkowo obcigzonego ciezarka od zderzaka ograniczajacego jego ruch wynosi 1,61 m?.

9

L e

Zadanie 3

Jak dtugo nalezy gotowa¢ 0,5 litra wody w czajniku bezprzewodowym o mocy 2200 W, aby
doprowadzi¢ jg do wrzenia. Temperatura poczatkowa wody w czajniku to 24 °C, a ciepto

wlasciwe wody wynosi 4200 J/kg-°C. Jakie nat¢zenie pradu elektrycznego przeptywa przez

2 Kaminski, W., Kaminski, Z. (2020). Fizyka dla kandydatow na wyzsze uczelnie techniczne tom I, PWN
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grzatke, jezeli czajnik jest podlaczony do gniazda w domowej instalacji elektrycznej? Pomin

straty energii.
2.5. Zakonczenie

Rozdziat ten stanowi jedynie wprowadzenie do $wiata fizyki, obejmujac wybrane zagadnienia
teoretyczne. Wszystkie materialty zwigzane z pelnym zakresem przedmiotu otrzymacie Panstwo
w formie elektronicznej podczas zaje¢. W ramach tego rozdziatu przedstawiono metody
szacowania niepewnos$ci pomiarowych oraz zaprezentowano przyktadowy protokot dotyczacy
wyznaczania wspotczynnika ztamania §wiatla n. Dodatkowo zamieszczono réwniez przyktad

rozwigzania zadania z fizyki.
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Piotr Swita

3. WYTRZYMALOSC MATERIALOW W MECHANICE I BUDOWIE MASZYN

3.1. Wstep

Wytrzymalo$¢ materiatlow w programie studiow to istotny przedmiot podstawowy
majacy bezposrednie powigzanie z zagadnieniami konstrukcyjnymi. Tematyka ta daje
podstawy ekonomicznego dobrania ksztattow 1 wymiarow, jak rowniez materiatu kazdej czesci
maszyny lub urzadzenia technicznego. Wytrzymato$¢ materialow to dziat mechaniki, gdzie
analizowane sg odksztatcenia, naprezenia i przemieszczenia elementow konstrukcji (maszyny
lub innego urzadzenia technicznego) wywotane na skutek dziatania obcigzen. Skutki dziatania
obcigzen nazywane s3 wytgzeniem, stanem odksztalcenia i napr¢zenia lub odpowiedzig
materiatu. Baza wyjsciowa do ustalenia takich informacji jest do$wiadczenie. W ramach
wytrzymato$ci materiatow przeprowadza si¢ badania do$wiadczalne, przede wszystkim
badania wtasciwosci mechanicznych materiatow. Nie zawsze jednak jest ekonomicznie
uzasadnione, aby w kazdym przypadku przeprowadza¢ doswiadczenie. Dlatego wykorzystuje
si¢ metody analityczne lub numeryczne (np. Metoda Elementéw Skonczonych, Metoda
Elementow Brzegowych). W mechanice rozpatrywane sa zarowno ciala sztywne, jak i cala
odksztatcalne. W przypadku analizy ciat odksztatcalnych podstawg omawianego zagadnienia
jest teoria sprezystosci 1 teoria plastycznosci. Wytrzymato$¢ materiatlow stuzy analizie
konstrukceji 1 jest wykorzystywana do obliczen zwigzanych z ustalaniem gabarytoéw elementow
konstrukcyjnych. Obliczenia te majg umozliwi¢ ekonomiczne dobranie ksztattéw, wymiaréw
1 materiatu kazdej czesci ustroju konstrukcyjnego, tak aby taki ustrdj mogt bezpiecznie spetniac
swoja funkcje. Jezeli uwzgledniony zostanie réwniez przewidywany czas uzytkowania
bezpiecznego wykorzystywania danej maszyny, woéwcezas bedzie to zagadnienie
niezawodnosci. W celu bezpiecznej pracy konstrukcji konieczne jest sprawdzenie trzech
warunkow: wytrzymatosci, sztywnosci, statecznosci.

Warunek wytrzymalos$ci dotyczy wymagania, aby oddziatywania w analizowanym elemencie
nie powodowaly osiagniecia wytrzymato$ci materialu, z ktoérego jest wykonany. Ztozone
dziatanie sit na konstrukcj¢ przyczynia si¢ do ztozonych stanéw naprg¢zenia, a warto$ciami
reprezentatywnymi moga by¢ wowczas takie, ktore zostaly wyznaczone na podstawie znanych

hipotez wytrzymatosciowych (np. hipoteza najwickszej energii odksztalcenia postaciowego —
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hipoteza Hubera, Misesa, Hencky’ego, hipoteza najwickszego naprezenia stycznego — hipoteza
Tresca i Guesta).

Warunek sztywnosci sprowadza si¢ do sprawdzenia wielkos$ci przemieszczen lub odksztatcen
analizowanego elementu. Zbyt duza ich warto$¢ moze utrudni¢ lub uniemozliwi¢ prawidtowa
eksploatacje.

Warunek statecznoS$ci dotyczy ochrony ustroju konstrukcyjnego przed gwaltowna deformacja
ksztattu danego elementu konstrukcyjnego.

Aby blizej wyjasni¢ zakres zagadnien dzialu mechaniki jakim jest wytrzymato$¢ materiatow
nalezy okresli¢ zalozenia dotyczace standw odksztatcenia 1 naprgzenia elementow
konstrukcyjnych?®. Istotnym jest rowniez aby rzeczywisty ustdj konstrukcyjny wyidealizowaé
na potrzeby obliczeniowe w zakresie schematu statycznego, warunkow podparcia, potaczen
poszczegbdlnych elementow, obcigzen dziatajacych na konstrukcje oraz modelu materiatu.
W zaleznos$ci od kierunkéw sit dziatajacych na konstrukcje lub kierunkéw naprezen rozrdznia
si¢ proste lub ztozone przypadki wytrzymatosciowe. W ztozonych stanach naprezen do oceny
wytezenia materiatu wykorzystuje sie hipotezy wytrzymatosciowe®. Stawia si¢ bowiem
hipoteze, ze mozna utworzy¢ funkcje okreslajacag wytezenie, a jej argumentami sg sktadowe
stanu osrodka ciggtego w danym punkcie (np. sktadowe stanu napr¢zenia) 1 parametry
charakteryzujace materiat.

Wytrzymalo$¢ materialow dotyczy rowniez takich zagadnien jak metody energetyczne,
stateczno$¢ (stluzaca do sprawdzenia warunku statecznosci), elementy dynamiki uktadow
sprezystych (drgan, obcigzen udarowych), zagadnienia no$nos$ci granicznej w odniesieniu do
uktadow pretowych®, zmeczenie materiatu 2, bedace zjawiskiem pekania materiatu pod
wplywem cyklicznie zmiennych naprezen. Bardzo istotng grupa zagadnien wytrzymato$ci
materiatlow sg metody numeryczne do wyznaczania przemieszczen, napr¢zen, odksztalcen
1 obcigzen krytycznych, z ktorych najpopularniejsza z nich jest Metoda Elementow
Skonczonych®. Istotg tej metody jest podziat ztozonego uktadu na skonczong liczbe elementow,
analiza pojedynczego elementu, a nast¢gpnie ponowne ztozenie wszystkich elementéw w celu

badania odpowiedzi calego ustroju konstrukcyjnego. Na Metodzie Elementow Skonczonych

3 Bibiak-Zochowski M. (red.): Wytrzymatosé materiatow i konstrukcji. Tom I. Oficyna Politechniki Warszawskiej,
Warszawa 2013.

4 Dylag Z., Jakubowicz A., Orto$ Z.: Wytrzymatos¢ materiatéw. Tom 1. Wydawnictwo Naukowo — Techniczne,
Warszawa 1999.

5 Wojewodzki W.: Nosnosé graniczna konstrukcji pretowych. Oficyna Wydawnicza Politechniki Warszawskiej,
Warszawa 2005.

¢ Kleiber M.: Wprowadzenie do Metody Elementéw Skoriczonych. PWN, Warszawa — Poznan 1986.
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opartych jest wigkszos¢ dostepnych komercyjnych programéw komputerowych stuzacych
analizie konstrukcji.

W niniejszym rozdziale zostal podany skrot informacji dotyczacych sprawdzenia
elementarnych warunkoéw wytrzymatosciowych, przy czym sprawdzenie to sprowadzono
wytacznie do pretdéw. Pominigto zakres Statyki jako osobnego dziatu Mechaniki Ogolnej, ktory
Czytelnik moze znalezé literaturze®. Pelna lista zagadnien wytrzymatosci materiatéw, wraz
z szczegotowymi wyjasnieniami, znajduje si¢ miedzy innymi w pracach poswigconych

literaturze przedmiotu®’8°,

3.2. Schematy statyczne i modele materialowe

3.2.1. Idealizacja konstrukcji

W celu przeprowadzenia obliczen statyczno-wytrzymalo$ciowych rzeczywisty ustroj
konstrukcyjny nalezy odwzorowaé przy pomocy modelu obliczeniowego zwanego schematem
statycznym. Taki schemat zawiera odzwierciedlenie geometrii danej konstrukcji oraz
warunkow podparcia, a takze wzajemnych potaczen pomiedzy poszczegdlnymi elementami.
Aby we wlasciwy sposob zdefiniowac schemat statyczny nalezy badany model zakwalifikowac
do wlasciwej grupy. Podstawowe grupy modeli przedstawiaja si¢ nastepujaco: prety, uktady
pretowe, tarcze, ustroje powierzchniowe (ptyty, powtoki), bryty.

Pret to taki element konstrukcji, ktorego jeden wymiar (dtugos¢) jest wielokrotnie wigkszy od
dwoch pozostalych wymiaréw (szerokos$ci i grubosci) oraz posiada o$ prosta lub zakrzywiong
np. belka, wat korbowy, ciggno, tuk, sprezyna. Prety moga wystepowac jako pojedyncze
elementy lub w zespotach np. kratownice, ramy, ruszty.

Tarcza jest to element konstrukcji, ktorego jeden wymiar (grubos¢) jest wielokrotnie mniejszy
od dwoch pozostaltych (dlugosci i szerokos$ci), a obcigzanie wystgpuje w plaszczyznie
srodkowej elementu.

Plyta jest to element konstrukcji, ktorego jeden wymiar (grubos¢) jest wielokrotnie mniejszy
od dwoch pozostatych (dtugosci i1 szerokosci), a obcigzanie jest prostopadte do plaszczyzny

srodkowej elementu.

7 Bibiak-Zochowski M. (red.): Wytrzymatosé materiatow i konstrukcji. Tom I. Oficyna Politechniki Warszawskiej,
Warszawa 2013.

§ Bibiak-Zochowski M. (red.): Wytrzymatos¢ materiatow i konstrukcji. Tom II. Oficyna Politechniki
Warszawskiej, Warszawa 2013.

° Dylag Z., Jakubowicz A., Orto§ Z.: Wytrzymatosé materiatéw. Tom 2. Wydawnictwo Naukowo-Techniczne,
Warszawa 2012.
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Powloka jest to element konstrukcji, ktorego jeden wymiar (grubos¢) jest wielokrotnie
mniejszy od dwoch pozostalych (dtugosci i szerokos$ci), a obcigzanie jest dowolnie skierowane
do powierzchni $rodkowej elementu. Powierzchnia $rodkowa jest zakrzywiona
(jednokrzywiznowa lub dwukrzywiznowa).

Bryla jest to element konstrukcji, ktorego wszystkie trzy wymiary sg tego samego rzedu.

Idealizacja modelu polega rowniez na przyjeciu odpowiednich schematéw podparcia
1 potaczen, ktére sg zwigzane z warunkami ograniczajgcymi ruch uktadu mechanicznego
wzdhuz poszczegolnych kierunkow, a wigc wigzami. Wystepowanie wiezow jest rOwnoznaczne
z dzialaniem sit biernych, ktére nazywane sg reakcjami.
Najczestszymi sposobami podparcia s3: przegub walcowy, przegub kulisty, podpora
przegubowa przesuwna, podpora przegubowa nieprzesuwana, zawieszenie na cig¢gnach
wiotkich, oparcie o chropowatg powierzchnie, utwierdzenie catkowite, czesciowe utwierdzenie

(podatne), podparcie sprezyste.

3.2.2. Idealizacja obciazen

Jezeli zostal okreslony model konstrukcji istotne jest rowniez okreslenie oddziatywan,
a nastepnie ich wlasciwa implementacja. Oddziatywania to sity zewnetrzne, cig¢zar konstrukcji,
sity przekazywane przez wspolpracujace elementy, zmiany temperatury, tarcie, parcie cieczy,
opory powietrza, oddziatywania podpor.
Pojecie sily jest do$¢ szerokie bowiem ze wzgledu na charakter dziatania i pochodzenie
rozroznia si¢ na stepujace rodzaje sik:
e masowe lub objetosciowe, ktére sa proporcjonalne do masy roztozonej w objetosci
1 dziataja na wszystkie punkty rozpatrywanego elementu;
e powierzchniowe, powstajace przy bezposrednim zetknigciu si¢ jednego elementu
z drugim;
e zewngtrzne, pochodzace od punktéw lub elementdw nie nalezacych do rozpatrywanego
uktadu mechanicznego;
e wewngtrzne, pochodzace od punktéw lub elementéw nalezacych do rozpatrywanego
uktadu mechanicznego;
e czynne lub inaczej obcigzenia sity zewnetrzne, ktére moga wywolywac ruch;

e Dbierne lub inaczej reakcje powstale pod wpltywem sit czynnych.
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3.2.3. Idealizacja materialu

Puntem wyjscia do idealizacji danego materiatu jest badanie laboratoryjne wynikajace ze
statycznej proby rozciggania preta. Badanie takie odbywa si¢ przy pomocy maszyny
wytrzymalosciowej (Rys. 1), ktora moze by¢ zintegrowana z odpowiednig wizualizacja
wykresu napr¢zenie — odksztatcenie lub sita — przemieszczenie. W maszynie umieszony jest

pret wykonany z analizowanego materiatu (np. stal, aluminium, miedz, mosiadz, tytan).

Miernik sity [kN]

Glowica chwytajaca

Poprzeczka gorna

i

Czujnik zegarowy [mm]

Badana probka

Glowica poprzeczna

Regulator przykladanej sity

Dolna poprzeczka

Glowny cylinder

IEIES

0

Rys. 1. Maszyna wytrzymato$ciowa do statycznej proby rozciggania preta - stanowisko

laboratoryjne Akademii Nauk Stosowanych w Koninie (prod. G.U.N.T. Geratebau GmbH)

W geometrycznie zdefiniowanej probce wytwarzany jest jednoosiowy stan napr¢zenia. Ten stan
naprezenia jest wytwarzany przez zewnetrzne obcigzenie probki w kierunku podtuznym za
pomocg sily $ciskajacej. Powoduje to, ze w przekroju testowym probki panuje rownomierny
rozklad naprezen normalnych. Aby okresli¢ wytrzymato§¢ materiatu, obcigzenie probki jest

powoli i rbwnomiernie zwigkszane, az do zerwania probki tj. granicy wytrzymatosci (Rys. 2).
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Rys. 2. Przewezenie rozciaganej probki stalowej przed zerwaniem - stanowisko laboratoryjne

Akademii Nauk Stosowanych w Koninie

To badanie dostarcza wielu informacji dotyczacej charakterystycznych wartosci (punktoéw) na
wykresie naprezenie — odksztalcenie (Rys. 3), do ktérych naleza miedzy innymi warto$ci

naprezen wykorzystywanych przy formutowaniu warunkéow wytrzymato$ciowych danej

konstrukcji.
b‘
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Rys. 3. Wykres napre¢zenie — odksztatcenie otrzymany z badania statycznej proby
rozciggania preta stalowego wraz z charakterystycznymi naprezeniami
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Materiat traktuje si¢ zazwyczaj jako ciggly (kontinuum) i jednorodny. Oznacza to, ze
w dowolnym miejscu wlasciwosci fizyczne sg takie same (izotropowo$¢ materiatu). Do
podstawowych parametrow wytrzymato$ciowych materiatu naleza:

e granica proporcjonalno$ci proporcjonalnosci fy;

e granica sprezystosci f5;

e granica plastyczno$ci f,;

e granica wytrzymalosci f;;

e modul sprezystosci podtuznej (modut Younga) E — wielko$¢ okreslajaca sprezystose
materiatu przy rozcigganiu i $ciskaniu; warto§¢ modutu Younga jest charakterystyczng
dla danego materialu 1 wyraza zalezno$¢ wzglednego odksztalcenia liniowego
€ materialu od naprezenia o jakie w nim wystgpuje — w zakresie odksztatcen

sprezystych

; (3.1)

e wspodlczynnik Poissona v — jest to stosunek wzglednego odksztatcenia prostopadtego
do kierunku rozciggania (lub $ciskania) do wzglednego odksztalcenia w kierunku
dziatania sity obcigzajace;;

e wspotczynnik sprezystosci poprzecznej materiatu G — inaczej modul Kirchhoffa lub
modut odksztalcalnosci postaciowej — wspodiczynnik uzalezniajacy odksztatcenie
postaciowe materiatu od napr¢zenia, jakie w nim wystepuje; jest to wielkos¢

okreslajaca sprezystos¢ materiatu i wyraza si¢ wzorem

) (3.2)

gdzie: T — naprgzenie $cinajgce, y — odksztalcenie postaciowe; wspotczynnik
sprezystosci poprzecznej materiatu dla materiatow izotropowych bezposrednio zalezy
od modutu Younga i wspdtczynnika Poissona:

E

= m (3.2)

G
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W zaleznosci od analizowanego materialu wykres naprezenie — odksztalcenie rdzni sig
znaczaco (Rys. 4). W kazdym jednak przypadku poczatkowe warto$ci naprezenia sg wprost
proporcjonalne do odksztalcen. Probka stalowa ma tendencje do przewezenia przed
osiggnieciem granicy wytrzymatosci 1 zerwaniem natomiast dla probki wykonanej z mosigdzu

zerwanie probki odbywa si¢ gwattownie jednak przy znaczaco wigkszym naprezeniu.
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B | | | | | | |
2? 500 | WL Mosiadz (CW614N) o 7‘7 o Jh ]
< 400 - ‘ i
|
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| |
200 | I B A ) N B
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Przemieszczenie € [%]

Rys. 4. Wykres naprezenie — odksztatcenie otrzymany z badania statycznej proby rozciggania

preta dla roznych materiatow

Znajomos¢ zalezno$ci pomiedzy naprezeniem a odksztalceniem w warunkach laboratoryjnych
daje podstawy do stworzenia modelu materialu opisanego w sposdb matematyczny. Istnieje
wiele modeli materialu wykorzystywanych w obliczeniach konstrukcyjnych, nalezy jednak
pamigta¢ o odpowiednim doborze modelu do faktycznego materiatu. Model materiatu jest
uproszczeniem pozwalajacym uwzgledni¢ parametry wytrzymatosciowe w algorytmach

obliczeniowych zaréwno otrzymywanych w sposob $cisty jak i numeryczny.
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Materialy sprezyste charakteryzuja si¢ wlasciwoscia, iz po usunigciu obcigzenia
element powraca do pierwotnego ksztattu, a modelem takiego materialu moze materiat liniowo
— sprezysty (Rys. 5). Material ten poddawany zaréwno napr¢zeniom $ciskajagcym jak
1 rozciagajacym, a graniczna warto$¢ napr¢zen jest rowna granicy sprezystosci fg. Istnieje
szereg materiatdéw, ktore wymagaja zastosowania nieliniowe] zalezno$ci naprezenie —

odksztalcenie i najprostszym z nich jest model materiatu nieliniowo — sprezystego (Rys. 6).

------------ f =

Rys. 5. Model materiatu liniowo - sprezystego Rys. 6. Model materiatu nieliniowo -
sprezystego

Material plastyczny doznaje trwalych odksztalcen, ktore nazywa si¢ odksztalceniami
plastycznymi. Szczegdlnym przypadkiem modelu materiatu plastycznego jest model idealnie
plastyczny. W modelu tym material ulega uplastycznieniu przy ustalonym naprezeniu
zastepczym. Najczesciej tym naprezeniem jest granica plastycznosci, ktorg przyjmuje si¢ rowng
granicy sprezystosci. Istnieja dwa rodzaje modelu idealnie plastycznego: model sprezysto
idealnie plastyczny (Rys. 7) i model sztywno idealnie plastyczny. W tym modelu catkowite
odksztatcenie skfada si¢ odksztalcenia sprezystego &5 oraz odksztalcenia plastycznego &;.
Jezeli odksztatcenie sprezyste &g wynosi zero to materiat jest modelowany modelem sztywno
idealnie plastycznym. Istnieja materiaty (na przyklad stal niskowgglowa), dla ktorych po
przekroczeniu granicy plastyczno$ci napr¢zenia normalne wzrastaja - material ulega
wzmocnieniu. Materiaty takie modeluje si¢ za pomoca modeli: sztywno-plastycznego ze

wzmocnieniem (rys. 8) oraz sprezysto-plastycznego ze wzmocnieniem.
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Rys. 7. Model materiatu sprezysto idealnie Rys. 8. Model materiatu sztywno-plastycznego

plastycznego Ze wzmocnieniem

Wzmocnienie moze by¢ liniowe lub nieliniowe. Model materiatu sztywno-plastycznego ze
wzmocnieniem nieliniowym przedstawiono na rysunku 9. Dla modeli z liniowym
wzmocnieniem tangens kata nachylenia prostej wzmocnienia [ nazywa si¢ modulem

wzmocnienia.

A\

___________ £

Rys. 9. Model materiatu sprezysto-plastycznego ze wzmocnieniem (wzmocnienie nieliniowe)

3.3. Sily wewnetrzne

Ustroje konstrukcyjne podawane sg oddziatywaniom, do ktorych nalezg miedzy
innymi sily zewngtrze w postaci sit powierzchniowych, przylozonych do powierzchni elementu
lub wystepujace na matych obszarach powierzchni, tzw. sity skupione. Ponadto na konstrukcje
dziataja sity objetosciowe wynikajace z jej masy pgAV. Poza sitami zewngtrznymi wystepuja

sity wewnetrzne, ktore sg wynikiem wzajemnego wewngtrznego oddziatywania na siebie
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poszczegbdlnych czastek materiatu, nalezagcych do danego rozpatrywanego ciata
odksztatcalnego.

W celu wyznaczenia sktadowych wektora gldéwnego sit wewnetrznych 1 wektora
momentu rozwazane jest ciato o dowolnym ksztalcie, podparte w sposob zapewniajacy jego
réwnowage (Rys. 10). Ciato to znajduje si¢ pod dziataniem sit zewngtrznych (P4, Ps,..., q)
oraz sit biernych czyli reakcji podporowych Rq, R, ...

Aby wyznaczy¢ sity wewngtrzne w dowolnym plaskim przekroju dokonano
podzialu ciata na dwie cz¢$ci A 1 B. W celu utrzymania w rownowadze czg¢sci A nalezy
przylozy¢ do niej uktad sit wewngtrznych tj. wektor gtowny sit P, oraz moment M,
wyznaczony wzgledem dowolnie obranego bieguna redukcji C lezacego w plaszczyznie
rozpatrywanego przekroju. Jezeli cz¢$¢ A ma pozosta¢ w rownowadze, to sity P4, Pa,..., Ry,
R,..., P,, oraz para sit o momencie M,, muszg spetnia¢ warunki rownowagi. Te same warunki
réwnowagi musi spetnia¢ czes¢ B, gdzie sily wewnetrzne zostaly zredukowane do wektora
gtownego sit P,, oraz momentu M,,¢.

Najczesciej stosowanym modelem czeSci  konstrukcyjnych jest pret. Do
wyznaczenia sit wewnetrznych w precie rozpatruje si¢ przekrdj normalny, a srodek redukcji
przyjmuje si¢ $rodek cigzkosci przekroju (Rys. 11). Wektor gtowny sit P, wewngtrznych
mozna roztozy¢ na sktadowa N o kierunku prostopadtym do przekroju i sktadowa T w kierunku
stycznym do przekroju. Moment gléwny M,, mozna roztozy¢ na kierunek normalny Mg
i kierunek styczny M, . Uzyskuje si¢ uktad uogolnionych sit przekrojowych tj. N sitg podtuzng

(normalng), T site poprzeczng (tngca), Mg moment skrecajacy, M,, moment zginajacy.
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Rys. 10. Wektor gtéwny sit P, oraz wektora moment M,

Rys. 11. Sktadowe wektora glownego sit P, oraz wektora momentu M,

Jesli w precie wystapi tylko jedna sktadowa sit wewnetrznych, to jest prosty

przypadek wytrzymatosci preta, do ktorych naleza:
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e rozcigganie i $ciskanie — wystepuje jedynie sita osiowa N (jezeli jest zwrocona do
wewnatrz rozpatrywanego przekroju wowczas element jest Sciskany, jezeli jest
zwrocona na zewnatrz rozpatrywanego przekroju wowczas element jest rozciggany);

e JScinanie - wystepuje jedynie sita poprzeczna T ;

e zginanie - wystepuje jedynie moment zginajacy My ;

e skrecanie - wystepuje jedynie moment skrecajagcy My .

3.4. Naprezenia, odksztalcenia, przemieszczenia

Naprgzenie p w danym punkcie przekroju okresla si¢ jako granic¢ ilorazu
réznicowego

AP,

~ (3.3)

p =lim-

gdzie AP,, — wektor glowny sil, do ktérego zostaly zredukowane sily wewngtrzne;

AA — wydzielona powierzchnia elementu. Wektor naprezenia p mozna roztozy¢ na sktadowe:

e sktadowa prostopadta do powierzchni — naprezenie normalne o;

e skladowg styczng do powierzchni — naprezenie styczne t.
W zapisie wektorowym napre¢zenie jest rowne

p=o+r,

(3.4)
natomiast warto$¢ bezwzgledna naprezenia jest rOwna
P=Vo+T, (3.5)

gdzie o 1 T to wartosci algebraiczne naprezenia normalnego 1 stycznego.

Przemieszczenia ¢ dowolnego punktu ciata rozumie si¢ jako wektor, ktérego poczatkiem jest
ten punkt przed odksztalceniem ciata, a koncem punkt znajdujacy si¢ w nowym potozeniu po
odksztatceniu.

Liniowe odksztatcenie wzgledne okresla si¢ jako granicg ilorazu Al/l, gdy | dazy do zera
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e =lim—, (3.6)
1-0 ]

gdzie Al = 1" — [, natomiast I’ jest dlugo$cig po odksztatceniu.

3.5. Zalozenia wytrzymalosci materialow

Waznym aspektem omawianego tematu jest przyjecie dla rozpatrywanego materiatu
zwigzkow miedzy napre¢zeniami i odksztatceniami. Sa to réwnania konstytutywne. Przyktadem
takich zwigzkow, dla materialow liniowo-sprezystych, jest prawo Hooke’a.

W celu okreslenia podstawowych zwigzkéw pomiedzy stanem naprgzenia i1 stanem

odksztalcenia, w przypadku materialu o liniowych wlasciwosciach sprezystych, mozna

postuzy¢ si¢ przykladem rozcigganego preta prostego o statym przekroju.

Rozpatrywane zagadnienie mozna scharakteryzowaé za pomoca warunkéw réwnowagi (jezeli

na niewazki pret prosty o stalym przekroju dziata uktad sit lub jedna sita P, ktéra w kazdym

punkcie przekroju wywotuje site rozciagajaca N = P), warunkdéw geometrycznych (okresla si¢
wydhuzenie wzgledne, wydluzenie catego preta) i zwigzkow fizycznych (prawo Hooke’a).

Podczas rozpatrywania zagadnien statyki przyjmuje si¢ zwykle, ze:

e Sity przylozone do konstrukcji wzrastaja od zera do swoich koncowych warto§ci w sposob
ciaggly i powolny.

e Dziatania poszczegdlnych obcigzen na dany uklad sprezysty sa od siebie niezalezne
1 w zwigzku z tym wywolane przez nie sity wewnetrzne 1 odksztalcenia mozna do siebie
dodawac¢ (zasada superpozycji).

e W warunkach matych odksztalcen i przemieszczen wartosci ich sg proporcjonalne do
obcigzen (uktady liniowo-sprezyste).

e (Obowigzuje zasada zesztywnienia.

e (Odksztatcenia konstrukcji sg proporcjonalne do obcigzen i znikaja po ich usunigciu.

e Poprzeczne przekroje pretow plaskie przed odksztalceniem pozostaja ptaskie po
odksztatceniu (hipoteza Bernoulliego).

e Sposéb przylozenia odcigzenia ma wpltyw na rozktad naprezen tylko w niewielkim

obszarze.

149



. . . *
Fundusze Europejskie Dofinansowane przez :* *: \Snf\cnce)\'}vzéADDZTWA
dla Wielkopolski Unie Europejska LI WIELKOPOLSKIEGO

3.6. Badania doswiadczalne parametrow wytrzymalosciowych materialow

Materiatem reprezentatywny, w oparciu o ktory omowiono badania do§wiadczalne jest
stal. W badaniach statystycznych stawia si¢ hipoteze dotyczaca ksztattu funkcji rozktadu,
a nastepnie dokonuje si¢ estymacji jego parametrow. W celu weryfikacji poczynionych zalozen
wykorzystuje si¢ test zgodno$ci zatozonej hipotetycznie funkcji rozkladu statystycznego
z danymi statystycznymi. Do opisu losowego charakteru cech materialowych stosuje si¢
rozklad logarytmiczno-normalny, Gumbela lub, w przypadku matych populacji, rozktad
Gaussa. Nominalna granica plastycznosci f, oznacza wartoS¢ minimalng (w sensie
probabilistycznym) w odpowiednim przedziale grubosci ¢ badanego elementu. Badania
rozkladu granicy plastycznosci 1 wytrzymatosci polskiej stali zostaly opublikowane miedzy
innymi w pracy '° i wykorzystane w pracy'!; zgodnie z rysunkiem 12 przedstawione rozktady

te sg niesymetryczne.

empiryczne wieloboki rozkTadu

n | (%l
A N N I T krzywe Krickiego -Minkela

20 A ;
‘[\ ———.~.krzywe logarytmiczno-normalne

' 4 \1 I3 \\‘
i %\ ‘\'\
¥ > Sy f:yz Ju
L --fF .
L

0 150 200 250 300 350 400 450 [MPa]

Rys. 12. Rozklady granicy plastyczno$ci i wytrzymato$ci doraznej °

Dla niesymetrycznego rozktadu Gumbela ggstos¢ prawdopodobienstwa ma postac

rlry)- ke"‘(fy-PJ—e_k[fy i 3.7
y - 1)

10 Mendera Z.: Zagadnienia stanéw granicznych konstrukcji stalowych. Zeszyty Naukowe Politechniki
Krakowskiej, Krakéw 1969;7(33).
' Biegus A.: Probabilistyczna Analiza Konstrukcji Stalowych. PWN, Warszawa 1996.
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gdzie parametrami rozkladu s3: p - wartos§¢ modalna granicy plastycznosci stali oraz
k — wspodtczynnik dyspersji granicy plastycznosci stali.

Warto$¢ srednia i odchylenie standardowe granicy plastyczno$ci wyrazone sg jako

0,577
E =p+——, (3.8)
{fy} P
1,282
Sty (3.9)

Na rysunku 13 zostal przedstawiony rozktad Gumbela dla granicy plastycznosci stali, gdzie
okreslono przedziat gornej f, 4 i dolnej f,,4 granicy plastycznosci, dla 2,5% ryzyka wystapienia

materiatu stabszego, gdzie 95% wartosci f, e( fgs fyd) oraz

Jyvg Ep_l}j’ (3.10)
ro=pe! (3.11)
O -
f‘fy_‘;n
! modalna
03t 1 .
; srednia
0.24 |; : E[fyzp0
| i
011 | : ]r 7, di
-
X L p A L oy

hd

Rys. 13. Rozklad Gumbela dla granicy plastycznosci stali’

Badania parametrow wytrzymatosciowych metali przeprowadza si¢ powszechnie za
pomocg statycznej proby rozciggania. Istotnym skladnikiem decydujacym o wilasciwosciach
wytrzymatosciowych 1 technologicznych stali jest zawarto$¢ wegla. Na rysunku 14

przedstawiono pogladowo wplyw zawarto$ci wegla na wlasciwosci wytrzymatosciowe stali
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niestopowe;j, jak granica plastycznosci f,,, wytrzymatos¢ na rozcigganie f,, twardos¢ HB,
wydtuzenie catkowite probki As oraz przewezenie Z. Wegiel w stalach niestopowych zwigksza
wytrzymato$¢ stali na rozcigganie 1 jej twardos¢, natomiast pogarsza wlasciwosci plastyczne.
Losowy charakter parametrow wytrzymatosciowych, takich jak granica plastycznosci i modut
sprezystosci jest miedzy innymi wynikiem imperfekcji strukturalnych materialu, czyli
niejednorodnego rozktadu witasciwosci mechanicznych w obszarze przekroju poprzecznego
elementu oraz na dlugosci wyrobu hutniczego. Wiasciwosci materiatu zalezg od sktadu
chemicznego oraz mikrostruktury w stanie pierwotnym i przerobionym.

Parametry wytrzymalo$ciowe elementéw walcowanych s3 zwigzane z grubos$cia
$cianek tych elementow. Im grubszy wyrdb hutniczy, tym wigksza jest niejednorodno$¢
struktury w kierunku grubosci, gdyz ze wzrostem grubo$ci maleje stopien zgniotu ziarn
w srodku wyrobu. Mniejsze zréznicowanie granicy plastycznos$ci stali wystepuje w wyrobach
walcowniczych o cienszych $ciankach. Podobnie jak granica plastyczno$ci, czy granica
wytrzymalo$ci, rowniez modut sprezystosci podiuznej cechuje si¢ rozrzutem losowym
zaleznym od grubosci wyrobu.

W wigkszos$ci badania wytrzymato§ciowe stali wykonywane sg na probkach, ktore nie
sa obarczone wstepnymi imperfekcjami technologicznymi, wynikajacymi z obrébki
mechanicznej, czy tez spawania. W przypadku obrobki mechanicznej mamy do czynienia
z przecinaniem 1 ukosowaniem krawedzi elementéw. W przypadku przecinania mechanicznego
nastepuje zdeformowanie przecinanego brzegu oraz zmiany strukturalne w czesci przecinane;j;
inng forma przecinania jest ci¢cie tlenem. Wptyw cigcia tlenem na materiat przecinany ujawnia
si¢ poprzez nagrzewanie brzegéow, co powoduje zmiany strukturalne i w konsekwencji

podhartowanie materiatu.
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Rys. 14. Tlustracja wptywu zawarto$ci wegla na wiasciwosci mechaniczne stali weglowych!?

Zmiana ta moze wywolywac¢ rysy lub peknigcia na brzegach i dalej rozprzestrzeniaé si¢
w materiale, dlatego cigcie tlenem musi by¢ uzaleznione do gatunku stali, a tym samym od
zawarto$ci wegla, aby ograniczy¢ to zjawisko. Zréznicowanie wlasciwosci mechanicznych ma
miejsce rowniez w przypadku ksztattowania potgczen spawanych. W wyniku spawania
powstaja zmiany strukturalne wokot spoiny powodujgce zmiany strukturalne ztacza, a takze
napr¢zenia oraz deformacje spawalnicze. Termiczny proces spawania obejmujacy okresy
nagrzewania i stygniecia stanowi nieustabilizowany proces termiczny, gdzie pomigdzy
stopiwem 1 materiatem rodzimym powstaje w procesie spawania strefa wptywu ciepta. Jest ona
zroznicowana pod wzgledem struktury na skutek cyklu cieplnego spawania. Wraz ze zmianami
struktury wystgpuja zmiany granicy plastyczno$ci, wytrzymato$ci, twardosci i modutu
sprezystosci. W wyniku spawania powstaja dodatkowe naprezenia spawalnicze, ktére sg tylko
czesciowo zmniejszane na skutek obrobki cieplnej; jednak z powodu duzych wymiaréow oraz
znacznego ci¢zaru elementow czynno$¢ ta bywa pomijana. Wadliwos$¢ zlaczy spawanych

mozna podzieli¢ na szereg grup, z ktdrych nalezy wymienié: pegknigcia, pustki (przestrzen

12 Gosowski. B., Kubica E.: Badania Laboratoryjne z Konstrukcji Metalowych. Oficyna Wydawnicza Politechniki
Wroctawskiej 2001.
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w spoinie wypetniona gazem), wtracenia state (obce ciala), przyklejenia i1 braki przetopu,

niezgodnos$ci spawalnicze ksztattu.

3.7.  Warunek wytrzymalosci

W zalezno$ci od wystepujacych sit wewnetrznych w przekroju poprzecznym preta,

wyznacza si¢ poszczegolne wartosci naprezenia. Moga by¢ to nastepujace przypadki napezenia:
a) napre¢zenia $ciskajace lub rozciagajace — wywotane sita osiowa (normalna) N;
b) zginajgce i $cinajgce — w przekroju wystepuje mement zginajacy M, i sita tngca T,

¢) skrecajace — w przekroju wystepuje wytacznie mement zginajacy M.

3.7.1. Sciskanie lub rozciaganie

Naprezenia przy $ciskaniu lub rozcigganiu wyznacza si¢ wg wzoru

6 =L, (3.12)

gdzie

gdzie N; — sita normalna ($ciskajaca lub rozciagajaca); A — pole przekroju preta. Warunek
wytrzymatosci polega na sprawdzeniu ekstremalnych warto$ci naprezen w danym przekroju i

poréwnaniu z warto$ciami dopuszczalnymi 644, z przyjetym model materiatu

0 < Ogop- (3.13)

3.7.2. Zginanie i Scinanie

Zginanie 1 $cinanie zostanie przedstawione na przyktadzie belki prostej obcigzonej

rownomiernie obcigzeniem g (Rys. 15). Belka ma przekrdj prostokatny o wymiarach b 1 h.
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Oproécz schematu statycznego belki przedstawiono wykresy sit wewnetrznych tj. sit
porzecznych T oraz momentu zginajacego M.

Element poddany dzialaniu momentu zginajacego ulega jednoczesnemu skrdceniu
1 wydtuzeniu w poszczegolnych warstwach przekroju. Wykres momentu zginajacego zostat
narysowany po stronie rozcigganej, to w warstwie gornej tj. powyzej osi y nastgpuje $ciskanie,
a ponizej tej osi rozcigganie, natomiast napr¢zenia na osi y maja warto§¢ réwno zero. O$ y

mozemy zatem nazwac 0sig obojetna.

6_

L

£l
Y.

()

Rys. 15. Schemat statyczny belki, rozklad sit wewngtrznych oraz przekroj
poprzeczny ¢ — «

W celu skorzystania z wzor6w na naprezenia przy zginaniu lub $cinaniu nalezy okresli¢
niezb¢dne charakterystyki geometryczne przekroju. Podstawowe  charakterystyki
geometryczne wykorzystywane wzorach wytrzymato$ciowych przy zginaniu i §cinaniu sg

nastepujace’:
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- momenty statyczne figury ptaskiej jako momenty powierzchniowe pierwszego rzedu

wzgledem odpowiednich osi uktadu wspétrzednych tj. S, 15,;

- momenty bezwladnosci figury plaskiej jako momenty powierzchniowe drugiego rzedu

wzglgdem odpowiednich osi ukfadu wspotrzednych tj. /), 1 J,;

W przypadku przekroju prostokagtnego momenty bezwtadnosci przekroju wzgledem osi uktadu

wspotrzednych mozna zapisa¢ nastgpujaco

b-h3

Jy = TR (3.14)
h-b3

], = o (3.15)

Dla przypadku zginania, w ktorym wystepuje jedna sktadowa momentu zginajgcego (np. M,,)

naprezenia normalne okresla si¢ jako

M
o, = ]_y.z, (3.16)
y

gdzie M, — moment zginajacy; J, — moment bezwiadnosci przekroju wzgledem osi y;

z — odleglo$¢ rozpatrywanego punktu przekroju do osi obojgtne;.

Naprezenia styczne od sity poprzecznej w kierunku osi y i z okresla si¢ odpowiednio

_ IS _ Sy (3.17)
Txy , Txz ,
]zb(y) ]yb(z)

gdzie T, i T, — sily poprzeczne w kierunku osi y i z; S_y i S, — bezwzgledna warto$é
momentow statycznych wzgledem osi y i z; b(y)ib(z) - szeroko$¢ przekroju
W rozpatrywanym punkcie.

Dla przypadku zginania uko$nego, w ktorym wystepuja dwie skladowe momentu zginajacego

(M,, i M,) naprezenia normalne okresla sig jako
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M M
0x=—y-z——z-y, (3.18)
Iy Jz

gdzie M, — moment zginajacy; J, — moment bezwiadnosci przekroju wzglgdem osi y;

z — odleglto$¢ rozpatrywanego punktu przekroju do osi oboje¢tne;.

Warunek wytrzymatosci polega na sprawdzeniu ekstremalnych wartosci naprezen

1 por6wnanie z napr¢zeniami dopuszczalnymi

Ox < Odop » (319)

T = Taop - (3.20)
3.7.3. Skrecanie

Zagadnienia skrecania nalezy rozpatrywa¢ w zaleznosci od przekroju. Rozrdznia sig
czyste skrecanie pretdow o przekrojach kolistych i czyste skrecanie pretow o przekrojach

niekolistych. Warunek wytrzymatosci jest nastepujacy

To < Taop - (321)

gdzie T, — napr¢zenia styczne przy skrecaniu.

Przyklad nr 3.1

Dany jest niewazki pret, obcigzony sitami dziatajacymi wzdhuz jego osi zgodnie z rysunkiem
16. Sprawdzi¢ warunek wytrzymatosci oraz catkowite wydtuzenie preta, majac dane napr¢zenie

dopuszczalne g4,y = % 1 dlugos$¢ preta I. Przekrdj poprzeczny preta jest zmienny skokowo i

wynosi Ay = 24, Acg = A, modul sprezysto$ci materiatu E.
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Rys. 16. Schemat statyczny preta (a); Wykresy napr¢zen od poszczegdlnych sit osiowych (b); Wykres
naprezen dla sumarycznych (c)

Zaktada sie, ze ekstremalne naprezenia normalne nie przekrocza naprezen réwnych granicy

proporcjonalnosci. Wowczas catkowite wydiuzenie okreslone jest wzorem

n

a= Y Mk
B Ei.Ai '

i=1

Naprezenia normalne w przekrojach prostopadtych do osi preta okreslone sg wzorem
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gdzie N; — sita podtuzna na danym odcinku, [; oraz A; — dtugo$¢ i pole powierzchni przekroju

poprzecznego tego odcinka, E; - modut sprezystosci podtuzne;.

Poniewaz element jest wykonany z materialu jednorodnego dla kazdego odcinka preta
El' =F.
Wykorzystuje si¢ wykres sil podtuznych od wszystkich obcigzen, a calkowite wydtuzenie

wynosi

NAB'l NBC_l NCD,l NDE'l
Al = a AB + a BC + a CcD + a DE ,
E.AAB E.ABC E.ACD E.ADE

ap- Xy —p Xy p 3 pLy
Al=—2 y 2 4 4 4
E24 E24 EA EA’

Ekstremalne (minimalne) napr¢zenia normalne wywotane sita Sciskajaca wystapia na odcinku

CD 1 wynosza

natomiast ekstremalne napr¢zenia wywotane sita rozciggajaca wystapia na odcinkach AB i DE
Nyp 4P 2P Npg P

BT T2 A OPET L T

gdzie maksymalna ich warto§¢ wystepuje na odcinku AB tj. O,ax = O45. Warunek

wytrzymato$ci ma postaé
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<

Omax = O-dop )

zatem warunek ten jest spetniony poniewaz

2P 4P

AT
Przy naprezeniach osiowych ($ciskajacych lub rozciggajacych) ich wartosci sg state w calym
przekroju poprzecznym, a ich kierunek jest rownoleglty do osi sit podtuznych N; . Jezeli na pret
dziatajg wylacznie sity podluzne jest to jednoosiowy stan napr¢zenia. Elementarny wycinek
preta ograniczony krawedziami prostopadtymi i rownoleglymi do jego osi x podlega wylacznie

naprezeniom majacym kierunek tej osi.

odcinek AB, DE odcinek CD

- | g

hs
1l
>

¢) :K_ G:% 6] :[[;_ ¢)

Rys. 17. Napre¢zenia w elementarnego wycinka preta

Koniec przyktadu.

Przyklad nr 3.2

Dana jest belka obcigzona obcigzeniem skupionym dziatajacym w ptaszczyznie xz zgodnie
z rysunkiem 18. Belka posiada przegub w punkcie C. Przekrdj belki jest prostokatny o
wymiarach b= 50 mm i h= 120 mm zgodnie z rysunkiem 19. Wyznaczy¢ warto$¢ napre¢zenia
stycznego 1 naprezenia normalnego przy zginaniu w poszczegolnych punktach przekroju, a

takze sprawdzi¢ warunek wytrzymato$ci przy zginaniu. Przyja¢ nastepujace dane: dtugos¢ preta
N

mm?’

[ =1,5m, obcigzenie P = 9 kN, 040, = 100
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Ve

Rys. 18. Schemat statyczny belki z przegubem w punkcie C

)
~)

30 130
B

5=
)
l

30_

=
:\|/\

30

—
=
.

5

LN [mm]

30

Rys. 19. Przekrdj poprzeczny belki

Reakcje podpor

W celu rozwigzania zadania nalezy w pierwszej kolejno$ci wyznaczy¢ wartosci reakcji

podporowych z réwnan réwnowagi jako

n
4
3)2MM =0, —Rg-2l+P-3l+M,=0.
i=1

Z uwagi na wystgpowanie przegubu w punkcie C, mozliwe jest zapisanie czwartego warunku

poniewaz moment w przegubie jest rowny zero, stad
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1

CZGI'ty sktadowe pOdp(’)I' wynoszg
R M4 l R4
B = P’ = P R = P’

Po podstawieniu danych liczbowych otrzymuje si¢

RB:3kN, MA=—9kNm, RA:6kN

Sity przekrojowe

Sity wewng¢trzne tj. sily tnace jak 1 momenty zginajace zostaly przedstawione na ponizszych

wykresach.
M, P
Hy /s C l D AB J
R, T
1 I8 2

-
—]
—]
v

Ne TC D AB J
Ie D
M, I, Wrm B
H, §A Ne
RA

Rys. 20. Wykresy sit wewnetrznych belki — odpowiednio sily tnace T; momenty zginajace M
Ekstremalna wartosci sily tnacej wystapi na odcinku AD i1 wynosi
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2
Tymax =3P = 6 kN.

Ekstremalna warto$ci momentu zginajacego wystapi w punkcie A, natomiast warto$¢ wynosi

2
My max =5 PL =9 kNm.

Ox Txz
] 75
Q&
: + 475 %ﬂ
Vs L, = — 115
. =
’ — 375 ?1,1
MZ ¥
: 75
vz [mm] [Nimn]

30

Rys. 21. Wykresy naprezen normalnych g, i stycznych t,,.,

Moment bezwladnos$ci przekroju wyznacza si¢ jako

b-h®> 50mm - (120mm)°
12 12

Iy = = 7200000 mm*.

W celu wyznaczenia napr¢zenia stycznego nalezy migdzy innymi okresli¢c warto$é

bezwzglednych momentdéw statycznych wzgledem osi y

5_3% = S§ = 50mm - 30 mm - 45mm = 67500 mm?,

S; = 50mm - 60 mm - 30mm = 90000 mm?,
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Szerokos¢ przekroju jest stata i wynosi b(z) = 50 mm.
Wartosci naprgzenia stycznego w poszczeg6dlnych punktach przekroju wyznaczono ze wzoru

(17), a ekstremalna warto$¢ naprezenia stycznego wystapi w punkcie 3 tj.

0 Temax Sy _ 6000 N - 0 o
¥ J,-b(z) 7200000 mm*- 50 mm

2 Tymax " SZ _ 6000 N - 67500 mm3 11 N
¥ ], b(z) 7200000 mm*-50mm " mm?
. Tumax S 6000 N -90000 mm? N

TJCZ -

= — ,5 :
Jy+b(z) 7200000 mm* - 50 mm mm2

Warto$ci naprezenia normalnego w poszczegolnych punktach wynosza

y_ Mymas _ 9000000Nmm o0
o =) 1T 7200000 mm® =T m?
M 9000000 Nmm N
2 _ ymax _ _

— e, = . (=30mm) = —37,5 —,
O = %2 = 7300000 mmt 30 mm?
. Mymax 9000000 Nmm
Ox = YZ3 = 0= )

Ty 7200000 mm*
M 9000000 Nmm N
4 _ ymax _ _
— ymax, = -30mm = 37,5 —,
Ox =T % T 7200000 mmt U mm?
M 9000000 Nmm
5 __ ymax _ _
_ Dymax o _ . 60mm = 75 — .
O =T T 7200000 mmt T Y mm?
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Ekstremalne napr¢zenia normalne wystapia w punktach najbardziej oddalonych od osi
obojetnej, czyli dla wspdtrzednej z = |60 mm|, natomiast na osi obojetnej tj. w punkcie

3 warto$¢ napr¢zenia rowna jest zero.

Warunek wytrzymato$ci na zginanie ma posta¢ o, < 04,y 1 zostal speniony poniewaz

N
75 —— < 100 ——
mm mm

Koniec przyktadu.

3.8.  Warunek sztywnoSci

Weryfikacja warunku sztywno$ci ma na celu sprawdzenie wielkosci przemieszczen lub
odksztalcen 1 poréwnanie z warto§ciami granicznymi. Obliczenia przeprowadza si¢ metoda
analityczng (rozwigzania $cisle) lub metodami numerycznymi (rozwigzania przyblizone).
W przypadku przemieszczen konstrukcji pretowych i rozwigzania analitycznego obliczenia

sprowadza si¢ do rozwigzania rownania

Ej—— = FM,. (3.22)

Znak minus lub plus zalezy od ustalenia znaku momentu zginajgcego M, oraz od orientacji osi
uktadu wspotrzednych. Jezeli wymiary preta na wzdluz jego dlugosci bedg niezmienne, to
sztywno$¢ zginania bedzie stata E] = const i1 znalezienie ekstremalnych przemieszczen preta

uzyska sie dzigki dwukrotnemu scatkowaniu réwnia (3.22). W wyniku caltkowania otrzymuje

si¢

z:Ei]U(f(—Mg)dH)H:HD], (3.23)

gdzie CiD - stale calkowania, ktore wyznacza si¢ uwzgledniajac warunki brzegowe.

Warunek sztywnos$ci przyjmuje postaé
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Zmax < Zdop » (3.24)

gdzie dopuszczalna warto$¢ przemieszczen Zq;, jest ustalana w oparciu o warunki prawidlowej

eksploatacji rozpatrywanej konstrukcji oraz elementow z nig zwigzanych.
Przyklad nr 3.3

Sprawdzi¢ warunek sztywno$¢ belek jednoprzestowych swobodnie podpartych dla dwoch
schematow odcigzenia (Rys. 22 i Rys. 23), gdzie przemieszczenie dopuszczalne wynosi Ug,y, =
10 mm . Dane s3: dlugo$¢ | = 1400 mm , modut sprezystosci podiuznej E=

210000 , moment bezwtadnosci przekroju /,, = 1800000 mm?*, sita skupiona P=

N
mm2

60000 N, obcigzenie rownomiernie roztozone g = 100 N/mm .

Schemat A

Rys. 22. Schemat statyczny belki obcigzonej obcigzeniem rownomiernie roztozonym

Funkcje przemieszczen wyznacza si¢ z catkowania rownania rdzniczkowego osi ugigtej np.
metodg Clebscha’. Po uwzglednieniu warunkéw brzegowych uzyskuje sie réwnania

przemieszczen belki w funkcji wspotrzednej x.

Dla0<x<a
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()_P-b-l-x . x? b2
ETEE, 2T )

_PebI2 (3 D
‘=3 12-E-,\4 12)°

a>b.
Dlaa<x <l

“he]- 2 2 _ 3
Z(x)z%_l]x<1_x__b_+u>,
y

P-b-1? (3 b* 1 (b-a)?
zZ 1=——— | ——— |,
x=3 12-E-J,\4 (2 4 b2

a<b.

Maksymalna warto$¢ ugigcia wystgpidlax =a =b = é

p-I3 60000 N - (1400 mm)®
Zmax = . ’
48-E-Jy 48210000 m?’nz - 1800000 mm*

Zmax = 9mm.
Warunek sztywnosci jest spetniony poniewaz

Zmax < Zdop ’

9mm < 10 mm.

Schemat rozwigzania B

167



Fundusze Europejskie Dofinansowane przez P SAMORZAD
dla Wielkopolski Unie E isk 2 WOJEWODZTWA
AIEopaiSK nig ECTODEIEKY | %eus® WIELKOPOLSKIEGO

Rys. 23. Schemat statyczny belki obcigzonej sitg skupiong

()_q-l3-x 1 x2+1 x3
e E L2 T2 B

3 5 q- 4
max = 2L = 384E -],
N 4
5 IOOW -+ (1400 mm)
Zmax=384' N =13 mm
210000 - 1800000 mm*

mm?2

Warunek sztywnosci nie jest spetniony poniewaz

Zmax > Zdop ’
13mm > 10 mm.

Koniec przyktadu.

168



. . . *
Fundusze Europejskie Dofinansowane przez :* *: \S;\c';’f\'}vzé’*DDZTWA
dla Wielkopolski Unie Europejska LI WIELKOPOLSKIEGO

3.9. Warunek statecznoS$ci

3.9.1. Wstep do statecznosSci

Za prekursora zagadnien stateczno$ci w obszarze sprezystym uwaza si¢ Leonarda
Eulera, ktory okreslil naprezenia krytyczne jako hiperboliczng funkcj¢ smuktos$ci; jego glowne
prace zostaty opublikowane juz w latach 1744-1780"3.

W odniesieniu do zlozonych ustrojow konstrukcyjnych wspotczesnie dominuja numeryczne
metody modelowania zjawiska wyboczenia. Wsrdéd kilku najpopularniejszych metod
obliczeniowych, znajdujacych wykorzystanie w tzw. ,,solverach” programoéw komputerowych,
nalezy wymieni¢ przede wszystkim Metode Elementow Skonczonych (MES) i Metod¢ Réznic
Skonczonych przedstawiong w pracach!# 1,

Wiekszo§¢ autoro6w oprogramowania komputerowego przy rozwigzywaniu zagadnien
z zakresu mechaniki sklania si¢ do implementacji MES. Wraz z jej rozwojem stworzona
pojawita si¢ oddzielna grupa zagadnien wlasnych rozwigzywanych przy pomocy tej metody
w odniesieniu do zjawiska wyboczenia. Otrzymywane wektory i warto$ci wtasne prowadzace
do okreslania obcigzen oraz sit krytycznych ustroju konstrukcyjnego znajduja potwierdzenie
w powszechnych rozwigzaniach analitycznych, zamieszczonych mi¢dzy innymi w pracach S.P.
Timoshenki, J.M. Gere'® i S.P. Timoshenki oraz S. Woinowskiego-Kriegera'’.

Zjawisko wyboczenia jest jedng z form utraty stateczno$ci konstrukcji. Taki stan moze
nastagpi¢ w przypadku, kiedy sita osiowa P osiagnie pewna warto$¢ krytyczng Py,.
Niestatecznos¢ definiuje si¢ na ogot jako proces, w ktorym niewielka zmiana przyczyny (a wigc
zmiana sity) powoduje duzg zmiang skutku (a wigc ugiecia). Punkty krytyczne, czyli punkty na
$ciezce rownowagi odpowiadajgce stanom krytycznym konstrukcji zostaly przedstawione na
rysunku 24. Pierwotnymi punktami krytycznymi sa dwa punkty, czyli punkt graniczny (G)
i punkt bifurkacji (B). W punkcie granicznym moze nastapi¢ przeskok konstrukcji do nowe;j
konfiguracji rownowagi, gdzie wystgpuja duze przyrosty przemieszczen r(a). W punkcie
bifurkacji moze wystapi¢ nowa konfiguracja stanu rownowagi, inna niz w fazie poczatkowe;j.
Tak wiec utrata statecznosci wystepuje badz w punkcie bifurkacji, badz w punkcie granicznym.

W sensie $cistym punkty bifurkacyjne dotycza modeli idealnych. W uktadach rzeczywistych,

13 Euler L.: Sur La Force Des Colonnes. Men. De 'Acad., 13. Berlin 1757.

14 Kleiber M.: Wprowadzenie do Metody Elementéw Skoriczonych. PWN, Warszawa —Poznan 1986

15 Pietrzak J., Rakowski G., Wrze$niowski G.: Macierzowa Analiza Konstrukcji. PWN, Warszawa 1986.
16 Timoshenko S.P., Gere J.M.: Teoria Statecznosci Sprezystej. Arkady, Warszawa 1963.

17 Timoshenko S.P., Woinowsky-Krieger S.: Teoria Plyt i Powlok. Arkady, Warszawa 1962.
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na skutek zmiennych wlasnosci materiatowych, geometrii oraz obcigzenia zewnetrznego,
punkty bifurkacji rownowagi zastepuje sie przez punkty maksimum obcigzenia’.
Jezeli smuklo$¢ elementu jest wicksza od wartosci granicznej, a wigc naprezenia w elemencie
nie przekraczajg granicy proporcjonalnosci, wowczas wartos¢ krytyczng otrzymuje si¢
W obszarze sprezystym. Ponizej smuktosci granicznej, naprezenia majg charakter niesprezysty.
Analiza pozwalajaca oszacowaé obcigzenie krytyczne wyboczenia sprezystego w stadium
przedbifurkacyjnym jest analiza wartosci wlasnych uktadu.

Dla pretow krepych, ktorych dtugos¢ jest niewielka w stosunku do wymiaréw przekroju
— sila krytyczna wywoluje naprezenia bliskie granicy plastyczno$ci, wiec sgsiednia postac

gietna musi by¢ rozpatrywana w zakresie niesprezystym, a wigc wyboczenie jest niesprezyste.

R “ R stan stan
(a) (a) przedbifurkacyjnyI pobifurkacyjny
stan stan obsi;:tl:lf:: jna
przedkrytyczny | pokrytyczny Yl

I tateczna

G1-punkt graniczn:
P 2 y B-punkt bifurkacyjny

$ciezka

pobifurkacyjna
niestateczna

N

G2

Sciezka
podstawowa

Sciezka
podstawowa

o

!

(a) (a)

Rys. 24. Sciezka rownowagi konstrukcji

3.9.2. Badania dosSwiadczalne shupow Sciskanych osiowo

Istotng role w sprawdzeniu poprawnosci przeprowadzonych analiz numerycznych maja
badania eksperymentalne na rzeczywistych modelach, ktére mozna podzieli¢ zasadniczo na
dwie grupy. Pierwsza grupa dotyczy analiz dla modeli, ktorych smuktos$¢ jest wigksza od
smukto$ci granicznej, wowczas eksperymenty te dotyczg wyboczenia w zakresie sprezystym
materiatu. Druga grupa to badania elementow w zakresie spr¢zysto-plastycznym lub

plastycznym. Smukto$¢ graniczna ma postac
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E (3.25)
Agr =1 |—,
fu

gdzie E - modul sprezystosci podtuznej, fy - granica proporcjonalnosci.

Dos$wiadczalne wyznaczenie sity krytycznej wyboczenia gigtnego w zakresie spr¢zystym [50]
przeprowadza si¢ kilkoma metodami, sposrod ktorych nalezy wymieni¢ przede wszystkim
metode Southwella. Dla klasycznego preta obustronnie przegubowego réwnanie linii ugigcia

mozna zapisa¢ w postaci

a ]
’U,(Z) = PyT_l ' SlTlTZ , (326)
P

gdzie a to warto$¢ wygiecia poczatkowego, z - wspotrzedna opisujaca poltozenie punktu na
dhugosci elementu, natomiast [ to jego dlugos$¢. Na postawie rOwnania otrzymuje si¢ ugigcie w
potowie dlugosci preta & = u(l/2) w postaci

5
5= Pyer 5 —a. (3.27)

Roéwnanie (3.27) jest liniowe wzgledem wspotrzednych: 6/P 1 6, dlatego mozna wyznaczy¢

prosta (rys. 25) o wspolczynniku kierunkowym tg(}/)zPycr. Podczas badan okresla si¢
dyskretna posta¢ zalezno$ci o; = f (51- / Pz)’ a nastepnie aproksymuje otrzymane wyniki metoda
regresji liniowe;j

S
S=n<+y, 3.28
nP+v (3.28)

gdzie parametry 7 1 bmozna obliczy¢ przy pomocy metody najmniejszych kwadratow.

Rys. 25. Wykres zaleznosci & = f(5/P)'®

18 Gosowski. B., Kubica E.: Badania Laboratoryjne z Konstrukcji Metalowych. Oficyna Wydawnicza Politechniki
Wroctawskiej 2001.
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Aproksymacja ta umozliwia wyznaczenie warto$ci obcigzenia krytycznego oraz krzywizny

poczatkowej preta z zaleznosci

Pycr =1 a=uv. (3.29)

Wyniki analiz numerycznych w wigkszosci sg zgodne z wynikami znanych rozwigzan
analitycznych i znajduja potwierdzenie w badan eksperymentalnych wyboczenia sprezystego.
Inny charakter majg analizy w zakresie smuklosci A < A4;. Ztozono$¢ problemu uwidocznita
si¢ juz w kilku teoriach dotyczacych wyboczenia niespr¢zystego, do ktorych nalezy zaliczy¢
teori¢ naprezen krytycznych Tetmajera-Jasinskiego, teori¢ Engessera-Karmana, Johnsona-
Ostenfelda i Engessera-Shanleya!®. W zakresie krepych przekrojow istotna role odgrywaja
badania eksperymentalne dotyczace elementow w odpowiednich zakresach smuklos$ci,
wykonanych z konkretnych gatunkow i odmian stali, a takze posiadajace okreslone losowe
imperfekcje wstepne, jak np. naprezenia wlasne zwigzane z wplywem zgrzewania
w przekrojach gietych na zimno. Na losowo$¢ zjawiska wyboczenia niesprezystego sktada si¢
zwykle szereg czynnikow, wsrod ktorych przede wszystkim nalezy wymieni¢ smukto$¢
elementu oraz przekrdj poprzeczny, co w konsekwencji prowadzi do otrzymania okreslonej
postaci wyboczenia. Powyzsza zlozono$¢ zjawiska zostala omoéwiona miedzy innymi w
pracy?’, gdzie analizowane byly krepe stupy stalowe o przekrojach rurowych czworobocznych.
Badania'® dotyczyty proby $ciskania osiowych ksztattownikow stalowych gietych na zimno,
a przyjetym schematem statycznym ksztalttownikoéw byt pret obustronnie utwierdzony. Probki
o najmniejszej smuktosci ulegly wyboczeniu miejscowemu w poblizu utwierdzenia, natomiast
probki o wiekszych smuktosciach ulegly wyboczeniu gigtnemu, ktéremu towarzyszy

wyboczenie lokalne w potowie wysokosci elementu oraz w poblizu utwierdzenia (Rys. 26-27).

19 Schanley F.R.: Inelastic column theory. Journal of Aeronautical Science 1947;14: 261-267.
20 Glinicka A.: Doswiadczalna analiza wyboczenia niesprezystego ksztaltownikow o przekrojach rurowych
czworobocznych. Instytut Badawczy Drég i Mostow, Kwartalnik Drogi i Mosty 2005;2:5-37.
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Rys. 26. Wyboczenie lokalne ksztattownikow Rys. 27. Wyboczenie lokalne ksztaltownikow
w poblizu utwierdzenia'® w polowie rozpietosci'®
Zagadnienia stateczno$ci badanych ksztalttownikow nie mozna sprowadzi¢ do jednej
ptaszczyzny, gdyz w badaniach stwierdzono przestrzenny stan przemieszczenia. W przypadku
ksztaltownikow o przekroju prostokatnym wszystkie probki niezaleznie od smukto$ci zostaly
zniszczone na skutek wyboczenia gigtnego, natomiast przegub plastyczny wytworzyl sig¢
w potowie wysokosci elementu.

Na podstawie przeanalizowanych badan do$wiadczalnych!® dotyczacych wyboczenia
niesprezystego mozna stwierdzi¢, iz wyboczenie ma charakter losowy, moze mie¢ forme
wyboczenia lokalnego, globalnego wyboczenia gietnego z towarzyszagcym mu wyboczeniem
lokalnym lub wyboczenia gietnego. Zmiennymi losowymi sg tu: smukto$¢ pretowa, klasa
1 odmiana stali oraz ksztalt przekroju poprzecznego. Parametry te wplywaja na warto$¢ sity
krytycznej, postacie wyboczenia oraz wywotane skrocenia 1 przemieszczenia. W przypadku
analizowanych rur obserwuje si¢ najczesciej przeguby plastyczne tworzace si¢ w potowie ich
wysoko$ci; wyjatek stanowig rury o bardzo matych smuktos$ciach, gdzie przeguby moga

wystapi¢ w poblizu utwierdzen.

3.9.3. Podstawowe zagadnienia teoretyczne statecznosci sprezystej preta

Dany jest pret o dtugosci [ obustronnie przegubowy, ktorego schemat statyczny zostat
przedstawiony na rysunku 28. Przekroj preta jest prostokatny o wymiarach b 1 h. Pr¢t wykonany

jest z materiatu liniowo-sprezystego o module sprezystosci podtuznej E.
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Rys. 28. Schemat statyczny preta Sciskanego

Site krytyczna powodujaca wyboczenie ustroju konstrukcyjnego wyznacza si¢ ze wzoru Eulera

_ T E Jmin (3.30)

kr — lz 4
w

gdzie J;;,;;, — minimalny moment bezwtadnosci przekroju wzgledem osi y oraz osi z,
wyznaczany jako
Jmin =min(Jy.J,),

l, — dhigos¢ wyboczeniowa zalezna od wspodiczynnika dlugosci wyboczeniowej .
Wspotczynnik ten jest zalezny od warunkéw podparcia (Rys. 29) i przyjmuje najczesciej
nastepujace wartosci:

e w przypadku preta obustronnie przegubowego p = 1,0;

e w przypadku preta jednostronnie przegubowego i utwierdzonego na drugim koncu

p=207;
e w przypadku preta obustronnie utwierdzonego u = 0,5;
e w przypadku preta utwierdzonego na jednym koncu, a drugi koniec jest wolny

(wspornik) p = 2,0.
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Rys. 29. Demonstracja przypadkéw wyboczenia Eulera na stanowisku laboratoryjnym
Akademii Nauk Stosowanych w Koninie, prod. G.U.N.T. Gerdtebau GmbH (od lewej: pret
obustronnie przegubowy; pret jednostronnie przegubowy i utwierdzony na drugim koncu; pret
obustronnie utwierdzony; pret utwierdzony na jednym koncu, a drugi koniec jest wolny)

Dhugo$¢ wyboczeniowa okreslana jest wzorem

by =p-1L. (3.31)

Istotnym parametrem geometrycznym preta jest smuktos$¢ okreslana jako

A= IL (3.32)

gdzie i,,;, — minimalny promien bezwtadnosci przekroju wzgledem osi y oraz osi z

wyznaczany jako

imin = min(iy, i,),

a wzory dla poszczegdlnych promieni bezwladnosci sg nastepujace
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oy (3.33)
i, = A,ly— k

Wzor Eulera (3.30) ma zastosowanie dla pretow, ktoérych smukto$¢ spetnia warunek

A> g,

gdzie Ay, — smuktos¢ graniczna wg wzoru (3.25).

Przyklad nr 3.4

Dany jest pret stalowy o przekroju prostokatnym obcigzony sita osiowa P = 320000 N

(Rys. 30). Wyznaczy¢ sile¢ krytyczng Py, a nastgpnie sprawdzi¢ warunek statecznosci

N

mm?’

przyjmujac nastgpujace dane: modut sprezystosci podluznej E = 210000

granica

N

mm?’

proporcjonalnosci fy = 180 szeroko$¢ przekroju b = 40 mm, wysoko$¢ przekroju

h = 90 mm, dlugos¢ preta [ = 1800 mm. Schemat podparcia w plaszczyznie xz jest taki sam

jak w plaszczyznie xy.

Rys. 30. Schemat statyczny preta Sciskanego
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Ze wzgladu na schemat podparcia preta wspotczynnik dhlugosci wyboczeniowej wynosi

pn = 1,00, a dlugo$¢ wyboczeniowa jest rowna

l,=p-1=10-1800 mm = 1800 mm .
Pole przekroju wynosi
A=b-h=40mm-90mm = 3600 mm?.

Momenty bezwladnosci przekroju odpowiednio wzgledem osi y oraz osi z Wwynosza
odpowiednio

b-h®>  40mm - (90mm)°

— — 4
Iy = 12 12 2430000 mm*,

h-b®>  90mm - (40mm)?

— 4
12 17 480000 mm*.

Jz =

Poniewaz i, = J, czyli J, < J,, to wyboczenie preta nastapi w plaszczyznie Xy. Minimalny

promien bezwtadnos$ci przekroju preta wynosi
. |l _ |480000 mm*
tmin =1z = 17T 73600 mm?

i, =11,55mm.
Smukto$¢ preta wynosi

l, 1800mm
i, 11,55mm’

A =155,84.

Smuktos$¢ graniczna wynosi
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E 210000 N >
Agr =T+ | = =314 |——F,
fu 180 ——
mm
Agr = 107,3.

Dla A > A4, wyboczenie jest sprezyste, a sitg krytyczng wyznacza si¢ z wzoru Eulera

N _. 480000 mm*
mm

12, B (1800 mm)2 ’
P, = 307054 N.

2,
2 E Jmin T 210000
Py = =

Warunek statecznosci jest spetniony poniewaz P < Py, .

Koniec przyktadu.

Przyklad nr 3.5

SAMORZAD
WOJEWODZTWA
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Stalowy pret o przekroju kolowym utwierdzony jest na obu koncach w dwoch

nieodksztatcalnych $ciankach (Rys. 31). Zaktadajac, ze pret ulega rownomiernemu podgrzaniu,

wyznaczy¢ warto$¢ przyrostu temperatury Aty, przy ktorej pret utraci statecznosc.

N
mm

modut sprezystosci podtuznej E = 210000 >, granica proporcjonalnosci

N

mm?2’

200

300 cm, $rednica przekroju preta d = 5 cm.

Al |o¢

ddigi
Q
T W

1
|

Rys. 31. Schemat statyczny preta

Dane sa:

fu=

wspotczynnik rozszerzalnoéci cieplnej a, = 0,000012 °C™1, dlugo$é¢ preta | =
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Z uwagi na sposob podparcia preta wspoteczynnik dtugosci wyboczeniowej wynosi p = 0,5.

Dhugos$¢ wyboczeniowa rowna jest

ly,=pn-1=05-300cm =150cm .

Smukto$¢ graniczna wynosi

Agr =T+ |- =314+ |—— "

mm?2

Agr = 1018 .

Moment bezwtadnos$ci przekroju preta wynosi
m-d* 3,14 (5cm)*
64 64 ’

I.=]=]=

] =30,7cm*.

Pole przekroju pregta wynosi

4 _m-d*  3,14-(5cm)?
4 4 ’

A =196 cm?.

Promien bezwtadnosci przekroju preta wynosi

o 30,7 cm*
=b = 196 cm?’

i=125cm.

Smuktos¢ preta wynosi
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Ly 150cm
i 125c¢m’
A=120.

Dla A > A4, wyboczenie jest sprezyste.

Podtluzna sita wewnegtrzna N powstala na skutek podgrzania prgta, obliczana jest
z warunku, ze pret nie moze zmienic¢ swej dlugosci, dlatego catkowity przyrost dlugosci
preta musi by¢ rowny zero, a wigc

Al = Al +Aly =0,

N-1
ag - At -1 +7=0,

I

stad
N=E-A-a; At.

Utrata stateczno$ci preta nastapi jezeli N = Py, natomiast At = At,. Musi zatem

zosta¢ spelniony warunek

n?-E-]
———=E-A-a; At.

1%
Po przeksztalceniu powyzszego roOwnania otrzymuje si¢ przyrost temperatury

powodujacy wyboczenie preta, ktory wynosi

iy w?
=2 A4 2.
lZ-A-a, A%-a;

Aty

B 3,142
"~ 1202 -0,000012°C1 "’

Aty

Aty =57,1°C.

Koniec przyktadu.
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4. METALOZNAWSTWO I OBROBKA CIEPLNA
4.1. WSTEP

Metaloznawstwo oraz obrobka cieplna to niezwykle wazna dziedzina wiedzy technicznej,
ktora odgrywa fundamentalng rolg w projektowaniu 1 wytwarzaniu nowoczesnych maszyn oraz
konstrukcji inzynieryjnych. Ich znaczenie jest szczegoOlnie istotne dla inzynierow
specjalizujacych si¢ w mechanice 1 budowie maszyn, gdzie wlasciwy dobdr 1 przetwarzanie
materiatdw maja bezposredni wplyw na jako$¢, trwatos$¢ oraz bezpieczenstwo projektowanych
urzadzen. Osiagniecie tych celow jest mozliwe tylko dzigki glgbokiej znajomosci wtasciwosci
metali, ich struktur, a takze metod ich kontrolowanej modyfikacji poprzez obrdbke cieplna.
Metale 1 ich stopy stanowig podstawe wielu konstrukcji 1 elementow maszyn, poniewaz
charakteryzuja si¢ szerokim zakresem wtasciwosci mechanicznych, takich jak wytrzymatose,
twardo$¢, elastyczno$¢ czy odporno$¢ na Scieranie. Wspodiczesne wymagania techniczne,
zwlaszcza w branzach takich jak motoryzacja, lotnictwo czy przemyst ci¢zki, stawiajg przed
konstruktorami coraz wigksze wyzwania. Aby spetni¢ te oczekiwania, konieczne jest doktadne
zrozumienie mikrostruktury metali oraz wptywu, jaki na nig wywieraja rozne procesy obrobki
cieplnej, takie jak hartowanie, odpuszczanie, wyzarzanie czy naweglanie.

Obrodbka cieplna odgrywa kluczowa rolg w ksztaltowaniu wlasciwos$ci metali, poniewaz
pozwala na kontrolowang zmiang¢ ich struktury wewnetrznej. Procesy takie jak hartowanie,
prowadzace do zwigkszenia twardo$ci 1 wytrzymatosci materiatu, czy odpuszczanie, majace na
celu poprawe jego plastycznosci, sg niezbedne w produkcji maszyn i konstrukcji narazonych
na intensywne obcigzenia mechaniczne. Umiej¢tnos¢ doboru wtasciwych parametrow obrobki
cieplnej oraz zrozumienie mechanizmow, ktore zachodza w metalach podczas tych procesow,
sa nieocenione w codziennej pracy inzyniera. Dzigki temu mozna precyzyjnie kontrolowaé
parametry mechaniczne elementdw, co przekltada si¢ na ich niezawodno$¢ oraz
dhugowiecznos¢.

Metaloznawstwo jako nauka o strukturze i wiasciwosciach metali pozwala inzynierom na
efektywne projektowanie nowych materiatow o wymaganych parametrach uzytkowych.
Zrozumienie, jak rézne pierwiastki stopowe wptywaja na wlasciwosci mechaniczne, fizyczne
1 chemiczne metali, daje mozliwo$¢ tworzenia materiatow o zrdznicowanych cechach,

dostosowanych do specyficznych warunkow pracy. Wiedza ta jest kluczowa dla
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opracowywania innowacyjnych rozwigzan, ktére pozwalaja na zwigkszenie efektywnosci

energetycznej, redukcje masy konstrukcji czy zwigkszenie odpornosci na korozje.

Dla inzyniera mechanika, zwlaszcza w obszarze budowy maszyn, znajomo$¢ metaloznawstwa
1 obrobki cieplnej jest nieodzowna. Kazdy etap produkcji maszyn - od projektowania po
wykonanie 1 konserwacj¢ - wymaga zrozumienia zachowania materialow w ro6znych
warunkach eksploatacyjnych. Brak tej wiedzy moze prowadzi¢ do niewtasciwego doboru
materiatow, co z kolei skutkuje awariami, przedwczesnym zuzyciem elementdéw, a nawet
zagrozeniem bezpieczenstwa. Dlatego kazda decyzja inzynierska, czy to dotyczaca wyboru
odpowiedniego stopu, czy zastosowania konkretnej techniki obrobki, musi opiera¢ si¢ na
solidnych podstawach teoretycznych i praktycznych z zakresu tych dziedzin.

Obrodbka cieplna, mimo ze czg¢sto niewidoczna na pierwszy rzut oka, ma kluczowy wptyw na
jakos¢ gotowego produktu. Przyklady takie jak hartowanie powierzchniowe watow
napgdowych czy azotowanie przektadni zebatych, pokazuja, jak precyzyjna obrobka cieplna
moze poprawi¢ wilasciwosci mechaniczne kluczowych komponentéw maszyn. W branzy
motoryzacyjnej, lotniczej czy energetycznej, gdzie niezawodno$¢ i1 trwalo$¢ sg absolutnie
krytyczne, umiejetne wykorzystanie procesOw obrobki cieplnej pozwala na znaczne

zwigkszenie wydajnosci i bezpieczenstwa pracy urzadzen (Dobrzanski 2002).

4.2. BUDOWA METALI

Metale w stanie statym majg strukture krystaliczng, co oznacza, ze atomy w ich wnetrzu
sa uporzagdkowane w regularny, powtarzalny sposob. Ten uklad atoméw tworzy tzw. sie¢
krystaliczng. W metalach najczesciej spotyka si¢ trzy podstawowe rodzaje sieci krystalicznych:

e Struktura regularna przestrzennie centrowana (RPC), (BCC - Body-Centered Cubic),
w tej strukturze atomy metalu sg utozone w sposoéb, gdzie jeden atom znajduje si¢
W centrum szes$cianu, a pozostate atomy na jego wierzchotkach. Przyktadami metali o
tej strukturze sg m.in. Zelazo (w temperaturze ponizej 912°C), chrom i molibden. RPC
charakteryzuje si¢ relatywnie luznym upakowaniem atomow, co wplywa na
wlasciwos$ci mechaniczne materiaty, takie jak twardo$¢ i kruchos¢.

e Struktura regularna $ciennie centrowana (RSC), (FCC - Face-Centered Cubic),
w strukturze RSC atomy sg utozone na wierzchotkach sze$cianu oraz na srodkach jego
$cian. Ten rodzaj sieci krystalicznej wystepuje m.in. w aluminium, miedzi i1 zelazie

(powyzej 912°C). RSC jest bardziej zwarte niz RPC, co skutkuje wigksza
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plastyczno$cig materiatu. Metale o tej strukturze sg zazwyczaj bardziej kowalne i
ciggliwe.

e Struktura heksagonalna zwartouporzadkowana HZ, (HCP - Hexagonal Close-Packed)
ta struktura charakteryzuje si¢ gestym upakowaniem atoméw w heksagonalnym
uktadzie. Przyktadami metali o tej strukturze sg m.in. tytan, magnez i cynk. Ze wzgledu
na specyficzne utozenie atomow, metale o strukturze HZ mogg wykazywac nizsza
plastyczno$¢ w poréwnaniu do RSC, ale wcigz sa odporne na odksztatcenia

(Przybytowicz 2003).

4.2.1 Wigzania metaliczne

Unikalng cecha metali jest sposob, w jaki atomy sg ze sobg potaczone, czyli wigzanie
metaliczne. W tym typie wigzania atomy metalu oddaja swoje zewngtrzne elektrony, tworzac
tzw. ,,chmure elektronowa” wokot rdzeni atomowych. Elektrony te, nazywane elektronami
przewodnictwa, sg swobodne 1 mogg poruszac si¢ przez catg strukture krystaliczng metalu. To
zjawisko jest kluczowe dla wyjasnienia wielu charakterystycznych wiasciwosci metali, takich
jak:

e Przewodnictwo elektryczne - swobodne elektrony w metalu umozliwiaja tatwy
przeplyw pradu elektrycznego. Kiedy przykladamy roznice potencjatow (napigcie),
elektrony przemieszczajg si¢ w kierunku dodatniej elektrody, co prowadzi do przeptywu
pradu.

e Przewodnictwo cieplne - dzigki ruchowi swobodnych elektrondw, metale sa rowniez
dobrymi przewodnikami ciepta. Ciepto w metalu przenoszone jest zard6wno przez
wibracje atoméw (fonony), jak i przez swobodne elektrony, ktore przekazujg energie
cieplna.

e Plastycznosé¢ 1 kowalnos$¢ - swobodne elektrony w metalu pozwalajg na to, by atomy
przesuwaty si¢ wzgledem siebie bez zrywania wigzan. Dzigki temu metale mogg by¢
odksztatcane plastycznie, co umozliwia ich formowanie poprzez kucie, walcowanie czy

ttoczenie.
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4.2.2. Defekty w strukturze Kkrystalicznej

Metale maja regularng strukture krystaliczng, jednakze w praktyce nigdy nie jest ona
idealna. W rzeczywistych materiatach wystepuja roznego rodzaju defekty, ktore majg istotny
wplyw na ich wlasciwos$ci mechaniczne. Do najwazniejszych wystepujacych defektow naleza:

e Defekty punktowe - to lokalne zaburzenia w sieci krystalicznej, takie jak luki atomowe
(brakujace atomy) lub atomy obce w sieci. Moga one wplywaé na wytrzymatos¢,
plastycznos$¢ i inne wtasciwos$ci materiatu.

e Defekty liniowe (dyslokacje) - dyslokacje to defekty w postaci linii, wzdluz ktorych
nastapito zaburzenie uktadu atomoéw. Obecno$¢ dyslokacji utatwia plastyczne
odksztalcanie si¢ metalu, co czyni go bardziej kowalnym i ciggliwym. Kontrola
dyslokacji jest kluczowym elementem w procesach wzmacniania metali, takich jak
hartowanie czy kucie.

e Defekty powierzchniowe - to zaburzenia na granicach ziaren, czyli miejscach, gdzie
konczy si¢ jeden krysztal, a zaczyna drugi o innym ulozZeniu atoméw. Im mniejsze
ziarna, tym material ma wigksza wytrzymatos$¢, co wynika z wigkszej liczby granic

ziaren, ktore hamujg ruch dyslokacji (Przybytowicz 2003).

4.2.3. Wlasciwosci mechaniczne i fizyczne metali

Budowa metali bezposrednio wplywa na ich wlasciwosci mechaniczne i fizyczne, ktore
decyduja o ich zastosowaniach w przemysle. Do najwazniejszych wtasciwosci naleza:

e Wytrzymalo$¢ na rozciaganie - zalezy od struktury krystalicznej i obecnosci dyslokacji,
metale moga by¢ wzmacniane poprzez odpowiednie procesy czy obrobke, np.
hartowanie czy walcowanie.

e Twardo$¢ - zdolno$¢ materiatu do opierania si¢ zarysowaniom i odksztatceniom,
twardos¢ metalu zalezy od jego sktadu chemicznego i sposobu obrobki.

o Plastyczno$¢ - zdolno$¢ metalu do trwalych odksztalcen bez pgkania, wigze si¢
z mozliwoscig przesuwania si¢ dyslokacji w sieci krystaliczne;.

e Przewodnictwo elektryczne i cieplne - jak juz wcze$niej wspomniano, metale sg

doskonatymi przewodnikami dzigki obecnosci swobodnych elektronow.
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4.3. PRODUKCJA METALI

Produkcja metali to wieloetapowy proces, ktory obejmuje wydobycie surowcoOw
mineralnych, ich przeksztatcanie oraz dalszg obrébke w celu uzyskania czystego metalu
o odpowiednich wlasciwosciach. Roznorodno$¢ procesow stosowanych do wydobycia
1 przetwarzania metali zalezy od specyfiki surowca, jak i od koncowego przeznaczenia
produktu. Wraz z postepem technologicznym rozwijaja si¢ nowe, bardziej efektywne

1 ekologiczne metody produkcji.

4.3.1.Wydobycie rud metali

Produkcja metali rozpoczyna si¢ od wydobycia odpowiednich surowcow mineralnych,
ktore zawierajg metale w postaci zwigzkow chemicznych, najczesciej jako rudy. Proces
wydobycia rud odbywa si¢ zarowno metodami odkrywkowymi, jak i1 podziemnymi,
w zalezno$ci od glebokosci wystepowania zt6z. Wydobycie odkrywkowe polega na usuwaniu
warstw ziemi pokrywajacych zloze i1 jest stosowane w przypadku ptytko potozonych rud.
Kopalnie glebinowe, stosowane do bardziej skomplikowanych zt6z, wymagaja
zaawansowanych technologii wydobywczych i stosowania specjalistycznego sprzetu, takiego
jak maszyny drazace tunele.

Jednym z przyktadow jest wydobycie rud zelaza, ktére jest surowcem do produkcji stali.
W przypadku miedzi stosuje si¢ zarowno metody odkrywkowe, jak 1 podziemne, a zloza tego

metalu sg eksploatowane na calym $wiecie, w tym w Chile, Australii i Polsce.

4.3.2. Procesy wzbogacania rud

Po wydobyciu rudy musza by¢ poddane procesom wzbogacania, ktére maja na celu
usuni¢cie niepozadanych sktadnikow mineralnych oraz zwigkszenie zawarto$ci metalu
w materiale. Metody wzbogacania rud réznig si¢ w zaleznos$ci od ich sktadu chemicznego
1 mineralogicznego.

e Flotacja: jest to jedna z najczgsciej stosowanych metod wzbogacania rud, szczegdlnie
w przypadku rud miedzi. Proces ten polega na zmieszaniu zmielonej rudy z wodg
1 odpowiednimi odczynnikami, ktére umozliwiaja oddzielenie metalu od skaty ptonne;.
Pecherzyki powietrza unosza czastki metalu na powierzchni¢, skad moga by¢ latwo

usunigte.
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e Separacja magnetyczna: w przypadku rud zelaza, wykorzystuje si¢ ich wlasciwosci
magnetyczne, aby oddzieli¢ metal od reszty materiatu. Separatory magnetyczne
przyciagaja czastki zelaza, umozliwiajac ich wzbogacenie.

Procesy te sg niezwykle wazne, poniewaz obnizaja koszty dalszej obrobki rud i poprawiajg

efektywnos¢ redukcji metali w nastepnych etapach produkeji (Mazurkiewicz 1 in. 2003).

4.3.3. Redukcja rud

Kolejnym krokiem w produkcji metali jest redukcja, ktéra polega na usunigciu tlenu
z tlenkéw metali, co umozliwia uzyskanie czystego metalu. Istnieja r6zne metody redukc;ji,
z ktorych kazda jest dostosowana do rodzaju rudy i specyfiki metalu.

¢ Redukcja w piecach hutniczych - jest jedng z najstarszych i najcze¢$ciej stosowanych
metod otrzymywania metali, szczegdlnie w przypadku produkcji zelaza i stali. Wielki
piec to olbrzymie urzadzenie, w ktorym rudy zelaza (np. hematyt lub magnetyt) sg
redukowane za pomocag koksu, co prowadzi do otrzymania suroOwki — zelaza
z domieszka wegla. Surdwka ta jest nastgpnie przetwarzana w procesie stalowniczym
na stal.

Proces ten obejmuje nastgpujace reakcje chemiczne:

e redukcja tlenku wegla (CO), powstatego w wyniku spalania koksu, ktory reaguje
z tlenkami zelaza

e powstanie czystego zelaza oraz tlenkow wegla (CO2), ktore sg odprowadzane jako gaz
odpadowy.

Tego rodzaju redukcja stosowana jest rowniez w produkcji innych metali, takich jak cynk
1 otow, jednak specyfika kazdego z tych procesow moze si¢ roznic.

e Elektroliza - to metoda stosowana gltéwnie w przypadku metali, ktore trudno jest
zredukowac chemicznie, jak np. aluminium. Proces ten polega na przepuszczaniu pradu
elektrycznego przez stopiong rude lub roztwor wodny zawierajacy metal, co powoduje
rozktad chemiczny zwigzku i1 wytracanie czystego metalu na elektrodach. Jednym
z najlepszych przyktadow jest elektroliza tlenku glinu (Al:Os), ktdry jest surowcem do
produkcji aluminium. Jest on rozpuszczany w stopionej kriolicie, a nastgpnie
poddawany elektrolizie. Na katodzie osadza si¢ aluminium, natomiast na anodzie

wydziela si¢ tlen. Proces ten jest rowniez stosowany do oczyszczania metali, takich jak
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miedz, ztoto czy srebro, gdzie pozwala na uzyskanie metali o bardzo wysokiej czystosci,

niezb¢dnych w przemysle elektronicznym i jubilerskim (Mazurkiewicz i in. 2003).

4.3.4. Rafinacja i oczyszczanie

Otrzymane w wyniku redukcji metale czgsto zawieraja domieszki, ktore nalezy usuna¢,
aby uzyska¢ metal o wysokiej czystosci. Proces rafinacji, zwany takze oczyszczaniem, jest
kluczowy, zwlaszcza w przypadku metali szlachetnych 1 metali o wysokich wymaganiach
jakosciowych.

e Rafinacja miedzi - w przemysle miedziowym powszechnie stosowang metodg rafinacji
jest elektroliza. Surowa miedz, uzyskana w procesach hutniczych, stuzy jako anoda,
a czysta miedz osadza si¢ na katodzie. W procesie tym nastepuje usuniecie
zanieczyszczen, takich jak oldow, cynk czy zelazo. Podobne metody stosuje si¢ do
oczyszczania innych metali, takich jak srebro czy ztoto.

e Destylacja w przypadku metali o niskiej temperaturze wrzenia, takich jak cynk czy rtec,
stosuje si¢ destylacje. Metale te sg podgrzewane do temperatury, w ktorej zaczynajg

parowac, a nastgpnie pary te sg skraplane, co pozwala na uzyskanie czystego metalu.

4.3.5. Formowanie i obrobka

Po uzyskaniu metali w postaci czystej lub rafinowanej, konieczne jest ich dalsze
przetwarzanie, aby nada¢ im pozadane wlasciwosci mechaniczne oraz ksztalty. Procesy te
obejmuja:

e Walcowanie: stosowane gtownie w produkcji blach i drutéw, polega na formowaniu
metalu poprzez jego wielokrotne przepuszczanie miedzy obracajagcymi si¢ watkami.

e Kucie: polega na ksztaltowaniu metalu poprzez uderzenia milota lub nacisk pras
mechanicznych.  Kucie  umozliwia  produkcje  wytrzymatych  elementow
konstrukcyjnych, takich jak osie, waly czy kota zgbate.

e Odlewanie: proces odlewania polega na wlewaniu stopionego metalu do form, gdzie
zastyga, przyjmujac ksztalt pozadanego produktu. Odlewanie jest czgsto stosowane

w produkeji silnikéw, elementow konstrukcyjnych i cze$ci maszyn.
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Odlewanie jest jednym z najstarszych 1 najpowszechniej stosowanych procesow
produkcji metali, ktory polega na wlewaniu cieklego metalu do formy, gdzie nastgpnie zastyga,
tworzac okreslony ksztalt. Proces ten umozliwia produkcje czesci metalowych
o skomplikowanych ksztattach, ktore trudno byloby uzyska¢ za pomocg innych metod
(Braszczynski 1989). Istnieje wiele roznych technik odlewania, a kazda z nich jest dostosowana
do specyficznych wymagan zwigzanych z typem metalu, jego wtasciwo$ciami oraz koncowym

przeznaczeniem wyrobow. Ponizej opisano najpopularniejsze sposoby odlewania (Rys.1).

Metody wytwarzania odlewow

Odlewanie grawitacyjne Odlewanie ci$nieniowe

w formach jednorazowych w formach trwalych

Rys. 1. Techniki wytwarzania form — odlewow
zrédlo: opracowanie wlasne na podstawie:

Gorny Z.: Odlewnicze stopy metali niezelaznych (1992)

e Odlewanie piaskowe (w formie) - jest jedna z najczesciej stosowanych metod,
zwlaszcza w produkcji duzych i cigzkich elementdéw. Proces ten polega na wlewaniu
cieklego metalu do formy wykonanej z piasku kwarcowego zwigzanego spoiwem, ktore
utrzymuje jej ksztatt. Formy piaskowe sg jednorazowe, co oznacza, ze po zastygnieciu
odlewu s3 niszczone, aby wydoby¢ gotowy produkt.

Zalety odlewania piaskowego:

e niskie koszty formy, co sprawia, ze metoda ta jest oplacalna nawet przy produkcji
pojedynczych elementow,

e mozliwo$¢ tworzenia odlewow o skomplikowanych ksztattach 1 duzych

wymiarach.
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Wady:
e gorsza jako$¢ powierzchni odlewow w poréwnaniu z innymi metodami,
e nizsza doktadno$¢ wymiarowa, co wymaga dodatkowej obrébki wykanczajace;.

e Odlewanie ciSnieniowe - polega na wtryskiwaniu cieklego metalu pod wysokim
cisnieniem do metalowej formy (matrycy). Jest to jedna z najnowoczes$niejszych
1 najbardziej precyzyjnych metod odlewania, stosowana giéwnie do produkcji masowe;j
elementow o wysokiej jakosci powierzchni 1 doktadno$ci wymiarowe;.

Zalety odlewania ci$nieniowego:

e bardzo wysoka doktadno$¢ wymiarowa i gladka powierzchnia odlewow,

e szybkos¢ produkcji, co czyni t¢ metode optacalng przy duzych seriach produkcyjnych,

e mozliwo$¢ automatyzacji procesu, co zwicksza wydajnosc.

Wady:

e wysokie koszty narzedzi i form, co sprawia, ze metoda ta jest optacalna gtownie przy
masowej produkcji,

e ograniczenia dotyczace wielkosci odlewodw, zazwyczaj stosowana do matych i §rednich
elementow.

e Odlewanie kokilowe (grawitacyjne) - zwane rowniez odlewaniem grawitacyjnym,
polega na wlewaniu cieklego metalu do trwalej formy (kokili) wykonanej z metalu.
Metal zastygajac w formie, przybiera jej ksztalt. Kokile moga by¢ uzywane
wielokrotnie, co czyni t¢ metod¢ bardziej oplacalng niz odlewanie piaskowe przy
$rednich i duzych seriach produkc;ji.

Zalety odlewania kokilowego:

e wyzsza jako§¢ powierzchni i doktadno§¢ wymiarowa niz w przypadku odlewania
piaskowego,

e mozliwo$¢ wielokrotnego uzycia kokili, co obniza koszty produkcji przy wigkszych
seriach.

Wady:

e ograniczenia dotyczace ksztattu i ztozonosci odlewdéw w poréwnaniu z odlewaniem
piaskowym,

e wyzsze koszty formy poczatkowej niz w przypadku odlewania piaskowego.

e Odlewanie ciagle - to proces, w ktorym ciekty metal jest wylewany do formy,
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a nastepnie schladza si¢ i zastygajac, jest ciggle wyciagany z formy w postaci dlugich
pretow, rur lub innych ksztaltéw. Metoda ta jest szeroko stosowana do produkcji
stalowych i aluminiowych potfabrykatow, takich jak blachy, druty i profile.
Zalety odlewania ciagtego:

e wysoka wydajno$¢ i mozliwo$¢ produkcji duzych ilo$ci materiatu w sposob ciagty,

e mniejsze zuzycie energii i materiatow w poréwnaniu z tradycyjnymi metodami
odlewania.
Wady:

e ograniczenia w zakresie ksztattow, ktore mozna uzyskac tg metoda,

e wymaga zaawansowanego sprze¢tu i technologii, co zwicksza koszty poczatkowe

inwestycji (Gorny 1992).

4.4. PODZIAL METALI

Metale stanowig podstawowa grupe materialdéw wykorzystywanych w wielu dziedzinach
przemystu, inzynierii, budownictwa i technologii. Aby lepiej zrozumie¢ ich r6znorodnos$¢ oraz
zastosowanie, dokonuje si¢ podziatu metali na r6zne kategorie w zaleznosci od ich wtasciwosci
chemicznych, fizycznych, a takze sktadu. Podstawowy podzial obejmuje metale Zelazne
i niezelazne, a dodatkowo uwzglednia takze metale szlachetne, metale ziem rzadkich oraz stopy

metali.

4.4.1. Metale zelazne

Metale zelazne, zwane réwniez metalami ferromagnetycznymi, to grupa metali,
w ktérych gléwnym sktadnikiem chemicznym jest zelazo (Fe). Metale te charakteryzuja si¢
dobra wytrzymato$ciag mechaniczng, wysoka odpornoscia na $ciskanie, a takze zdolnos$cia do
przewodzenia ciepta i elektrycznosci. Zelazo i jego stopy sa szeroko stosowane
w budownictwie, motoryzacji, produkcji maszyn oraz narzedzi.

e Stal - jest najwazniejszym 1 najpowszechniej uzywanym metalem zelaznym. Stanowi
stop zelaza z weglem (w ilosci do ok. 2%), czesto z dodatkiem innych pierwiastkow,
takich jak mangan, chrom, nikiel czy molibden, ktore poprawiaja jej wlasciwosci. Stal
wystepuje

w roznych rodzajach, ktore majg zastosowanie w zaleznosci od potrzeb:
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e Stal weglowa: najczeSciej stosowana, zawiera od 0,02% do 2,11% wegla.
Znajduje zastosowanie w produkcji konstrukcji stalowych, maszyn 1 narzedzi.

e Stal nierdzewna: dzigki zawarto$ci chromu (co najmniej 10,5%) ma wysoka
odporno$¢ na korozje 1 jest szeroko stosowana w przemysle spozywczym,
chemicznym oraz w budownictwie.

e Stal narzedziowa: Charakteryzuje si¢ wysoka twardoscig i odpornoscig na
zuzycie, co czyni jg idealng do produkcji narzg¢dzi.

e Zeliwo - to stop zelaza z weglem (powyzej 2,11%), czesto z domieszka krzemu
i manganu. Jest to material kruchy, ale jednoczes$nie charakteryzuje si¢ wysoka
odpornoscia na $ciskanie i odpornoécia na zuzycie. Zeliwo ma zastosowanie
w produkcji rur, elementéw maszyn oraz urzadzen grzewczych.

e Stopy zelaza — zelazo moze by¢ mieszane z innymi metalami w celu tworzenia stopow
o okreslonych wlasciwosciach. Przyktady takich stopdéw to stal narzedziowa, stale
sprezynowe czy stale konstrukcyjne, ktore sa uzywane w wielu gat¢ziach przemystu,

w tym w motoryzacji i lotnictwie.

4.4.2. Metale niezelazne

Metale niezelazne to grupa metali, ktore nie zawieraja zelaza lub zawieraja je
w niewielkich ilo$ciach. Charakteryzuja si¢ réznorodnymi wiasciwosciami, takimi jak
odpornos$¢ na korozje, lekkos¢, wysoka przewodnos¢ elektryczna oraz tatwos¢ formowania.
W tej grupie wyrozniamy kilka podkategorii, takich jak metale lekkie, metale cigzkie, a takze
metale szlachetne.

e Metale lekkie - charakteryzujg si¢ niska ggstosciag i sg szczegolnie cenione w przemysle
lotniczym, motoryzacyjnym oraz w produkcji sprzetu sportowego. Najwazniejsze
metale z tej grupy przedstawiono ponizej:

e Aluminium (Al): posiada wysoka odpornos$¢ na korozje, jest lekkie i ma dobrg
przewodnos¢ cieplng oraz elektryczng. Stosowane jest w konstrukcjach samolotow,
samochodow, puszkach do napojow oraz oknach i drzwiach.

e Tytan (Ti): lekki, wytrzymaty, odporny na korozj¢ i wysokie temperatury ma
zastosowanie w przemysle lotniczym, wojskowym oraz medycznym, zwlaszcza

w implantach i protezach.
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e Magnez (Mg): jeden z najlzejszych metali strukturalnych, stosowany w produkcji

lekkich konstrukeji, a takze w stopach z aluminium, co zwigksza ich wytrzymatosc.
e Metale cigzkie - charakteryzujg si¢ wigksza gestoscig niz metale lekkie 1 znajduja
zastosowanie w przemysle cigzkim oraz elektrotechnice. Najwazniejsze z nich to:

e Miedz (Cu): posiada doskonatg przewodnos¢ elektryczng i cieplng, co sprawia, ze
jest niezastgpiona w przewodach elektrycznych, elektronice, a takze w przemysle
grzewczym, posiada takze odpornos¢ na korozje.

e Ofow (Pb): dzicki swojej duzej gestosci 1 odpornosci na korozjg, znajduje
zastosowanie =~ w  akumulatorach ~ samochodowych,  ostonach  przed
promieniowaniem i w budownictwie.

e Cynk (Zn): uzywany gtéwnie do pokrywania stali w procesie cynkowania, co
zapobiega jej korozji. Cynk jest rowniez sktadnikiem stopdw, takich jak mosigdz
(stop cynku z miedzig).

e Metale szlachetne - to grupa metali charakteryzujacych si¢ duza odpornoscig na korozje

1 utlenianie, a takze wysoka warto$cig ekonomiczng. Stosowane sg gtownie

w jubilerstwie, elektronice oraz przemys$le chemicznym. Do najwazniejszych metali
szlachetnych naleza:

e Zloto (Au): posiada doskonate wtasciwosci przewodzace, jest odporne na utlenianie
1 korozje, co czyni je idealnym materiatem do produkcji bizuterii oraz elektroniki.

e Srebro (Ag): najlepszy przewodnik elektrycznosci wsrod metali, stosowane
w elektronice, medycynie oraz jubilerstwie.

e Platyna (Pt): stosowana w katalizatorach samochodowych, przemysle chemicznym

oraz jubilerstwie, platyna jest niezwykle odporna na wysokie temperatury i korozje.

4.4.3. Metale ziem rzadkich

Metale ziem rzadkich to grupa 17 pierwiastkow chemicznych, ktore majg specyficzne
wlasciwosci magnetyczne, optyczne oraz katalityczne. Cho¢ ich nazwa sugeruje, ze sg one
rzadkie, w rzeczywistosci wystepuja one w przyrodzie, ale sa rozproszone i trudne do
wydobycia w czystej formie. Metale ziem rzadkich maja kluczowe znaczenie w nowoczesnych
technologiach, takich jak:

e Neodym (Nd): uzywany do produkcji silnych magneséw stosowanych w silnikach

elektrycznych, turbinach wiatrowych 1 glo$nikach.
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e Lantan (La): stosowany w akumulatorach, katalizatorach i optyce.
e Europ (Eu): uzywany w produkcji fosforow w ekranach telewizyjnych oraz o§wietleniu

fluorescencyjnym czy energii jadrowej jako absorber neutronow.

4.4.4. Stopy metali

Stopy metali to materiaty, ktore sktadajg si¢ z co najmniej dwoch pierwiastkow, gdzie
przynajmniej jednym jest metal. Stopy sg tworzone w celu uzyskania okreslonych wtasciwosci,
takich jak wytrzymalo$¢, twardo$¢, odporno$é¢ na korozje czy zdolnos¢ do przewodzenia ciepta
i pradu. Najwazniejsze przyktady stopoéw to m.in.:

e Stal: opisana wczesniej, bedaca stopem zelaza 1 wegla.

e Mosigdz: stop miedzi i cynku, szeroko stosowany w armaturze, instrumentach
muzycznych oraz w dekoracjach.

e Braz: stop miedzi z cyna, uzywany w produkcji elementéw mechanicznych, jak tozyska,

oraz w sztuce.
4.5. WYKRES ZELAZO - WEGIEL
Wykres zelazo-wegiel (znany rowniez jako diagram fazowy zelazo-wegiel),

przedstawiony na Rys. 2, to podstawowe narz¢dzie uzywane w metalurgii do zrozumienia

przemian fazowych w stopach zelaza z weglem.
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Rys. 2. Wykres fazowy zelazo — wegiel

zrédlo: opracowanie wlasne na podstawie: Dobrzanski L.A.,

Podstawy nauki o materiatach i metaloznawstwo, 2002

Umozliwia on przewidywanie, jakie struktury krystaliczne (fazy) beda wystepowaé w stali

i zeliwie w zalezno$ci od temperatury oraz zawartosci wegla. Wiedza ta jest kluczowa

w projektowaniu procesOw obrobki cieplnej, takich jak hartowanie, odpuszczanie czy

wyzarzanie, poniewaz roézne struktury krystaliczne majg wptyw na wtasciwosci mechaniczne

stopow.Wykres zelazo-wegiel obejmuje kilka istotnych obszaréw i punktéw, ktéore maja

kluczowe znaczenie dla zrozumienia przemian fazowych:

e Ferryt to faza o strukturze regularnej przestrzennie centrowanej (RPC), ktora jest

stabilna w temperaturach ponizej 912°C. Ferryt zawiera bardzo male ilosci wegla (do

0,02%) 1 jest stosunkowo migkki oraz plastyczny. Wystgpuje w stali niskoweglowej oraz

w stalach o bardzo niskiej zaw

artosci wegla.

e Austenit - to faza, ktora wystepuje w stali w wyzszych temperaturach (powyzej 727°C)

1 ma strukture regularng Sciennie centrowang (RSC). Austenit moze rozpuszczac wiecej
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wegla niz ferryt (do 2,11%), co sprawia, ze ma wigksza wytrzymato$¢ i1 plastycznose.
W procesie obrobki cieplnej stali austenit moze przeksztalcac si¢ w inne fazy, takie jak
martenzyt lub perlit, co jest zalezne od szybkosci chtodzenia.

Perlit - to mieszanina ferrytu i cementytu, ktéra tworzy si¢ w wyniku powolnego
chlodzenia austenitu. Ma struktur¢ lamelarng (warstwowa) 1 wystepuje w stali
o zawartos$ci wegla okoto 0,8%. Perlit taczy w sobie cechy obu faz: plastycznos¢ ferrytu
oraz twardo$¢ cementytu. Jest to jedna z najwazniejszych struktur w stalach o $redniej
zawarto$ci wegla.

Cementyt (FesC) - czyli weglik zelaza III, to twarda i1 krucha faza, ktéra wystepuje
w stopach zelaza z weglem. Ma bardzo duza zawarto$¢ wegla (6,67%) 1 odgrywa
kluczowa rolg w ksztaltowaniu wtasciwosci mechanicznych stali. Cementyt tworzy si¢
w wyniku przesycenia austenitu weglem oraz podczas chtodzenia stali 1 zeliwa.
Martenzyt - to faza, ktora powstaje w wyniku bardzo szybkiego chtodzenia
(hartowania) austenitu. Ma strukturg tetragonalng, ktéra jest bardzo twarda i krucha.
Stal hartowana, w ktorej wystepuje martenzyt, charakteryzuje si¢ duzg wytrzymatoscia,
jednak jest ona bardzo krucha, dlatego czesto poddaje si¢ ja dodatkowej obrébce

cieplnej (np. odpuszczaniu) w celu poprawy plastycznosci.

Liniowe punkty wykresu: eutektyka 1 eutektoid

Punkt eutektyczny znajduje si¢ na wykresie w temperaturze 1147°C przy zawartosci
wegla 4,3%. To tutaj zachodzi przemiana ciecz — austenit + cementyt (w przypadku
zeliwa).

Punkt eutektoidalny znajduje si¢ przy temperaturze 727°C 1 zawartosci wegla 0,8%,

w tym punkcie austenit przeksztalca si¢ w mieszaning ferrytu i perlitu.

Zastosowanie wykresu zelazo-wegiel: jest to niezbedne narzg¢dzie dla inzynierdéw i metalurgow,

poniewaz umozliwia przewidywanie przemian fazowych i1 odpowiednie dostosowanie

procesow obrobki cieplnej, aby uzyskac pozadane wiasciwosci mechaniczne stali. W zaleznosci

od zawarto$ci wegla oraz temperatury obrobki cieplnej, mozna modyfikowac¢ strukturg stopu,

co pozwala na tworzenie materiatdéw o réznych parametrach wytrzymato$ciowych, twardosci,

elastycznosci 1 odpornosci na $cieranie.
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4.6. PODZIAL STALI

Podziat stali moze by¢ dokonany wedlug réznych kryteriow, takich jak: zawarto$¢ wegla,

sktad chemiczny, struktura, sposéb obrobki cieplnej oraz zastosowanie.

4.6.1. Podzial ze wzgledu na zawartos¢ wegla

e Stale niskowgglowe (migkkie): zawierajg do 0,25% wegla. Charakteryzuja si¢ dobra
plastycznoscig i sg tatwe w obrobce plastycznej na zimno. Znajduja zastosowanie m.in.
w przemys$le motoryzacyjnym oraz budowlanym, w produkcji blach, rur i pretow.

e Stale $redniowgglowe: ich zawartos¢ wegla wynosi od 0,25% do 0,60%. Posiadaja
lepszg wytrzymato$¢ niz stale niskowgglowe, ale ich plastyczno$¢ jest mniejsza.
Znajduja zastosowanie w produkcji narzedzi oraz czeSci maszyn 0 Wwyzszej
wytrzymalosci, takich jak waty, korbowody czy sprezyny.

e Stale wysokoweglowe (twarde): zawierajg powyzej 0,60% wegla. Sg bardzo twarde
i odporne na zuzycie, ale trudne w obrdbce plastycznej. Wykorzystywane sg m.in. do

produkcji narzedzi tnacych, tozysk oraz sprezyn.

4.6.2. Podzial wedlug skladu chemicznego

e Stale niestopowe (weglowe): zawierajg gtownie zelazo 1 wegiel, bez istotnych dodatkow
stopowych. Ich wlasciwosci zalezag przede wszystkim od zawarto$ci wegla. Znajduja
zastosowanie w budownictwie, motoryzacji oraz jako materialy konstrukcyjne.

e Stale stopowe: oprocz wegla, zawierajg réwniez inne pierwiastki stopowe, takie jak
chrom, nikiel, molibden, wanad, ktére nadaja im specyficzne wiasciwosci. Moga by¢
odporne na korozje, wysokie temperatury lub zmeczenie materiatu. Przyktady stali
stopowych to:

e Stale nierdzewne: zawieraja co najmniej 11% chromu, co nadaje im odpornos¢
na korozje¢. Stosowane sg w produkcji naczyn, sprz¢tu medycznego, rur oraz
konstrukeji narazonych na dziatanie czynnikoéw atmosferycznych.

e Stale narzgdziowe: wzbogacane o takie pierwiastki jak wolfram, chrom czy

wanad, sg uzywane do produkcji narzedzi o wysokiej odpornos$ci na zuzycie.
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4.6.3. Podzial wedlug struktury

e Stale ferrytyczne: charakteryzujg si¢ obecnoscig ferrytu w strukturze, co daje im dobra
odpornos¢ na korozj¢ i1 plastyczno$¢, jednak ich wytrzymatos$¢ jest relatywnie niska.
Stosowane sg gtéwnie w przemysle chemicznym i naftowym.

e Stale martenzytyczne: otrzymywane w wyniku obrdobki cieplnej, maja strukturg
martenzytu, ktdra zapewnia im duzg twardos¢. Wykorzystywane sg w produkcji
narzedzi 1 elementow maszyn wymagajacych duzej wytrzymatosci.

e Stale austenityczne: zawierajg nikiel i chrom, co powoduje, ze sa odporne na korozje,
maja duza wytrzymatos$¢ 1 dobrg plastycznos¢. Czesto wykorzystywane w przemysle

spozywczym, farmaceutycznym oraz przy produkcji wyrobow precyzyjnych.

4.6.4. Stale szybkotngce
Stal szybkotngca (oznaczana skrétem HSS - High Speed Steel) jest szczegdlng odmiang
stali narzedziowej, ktéra charakteryzuje si¢ zdolnoscig do zachowania swoich wtasciwosci,
nawet w bardzo wysokich temperaturach. Dzieje si¢ tak dzigki obecnosci pierwiastkow
stopowych, takich jak wolfram, molibden, wanad oraz kobalt, ktére poprawiaja jej odpornos¢
na wysokie temperatury i Scieranie.
Charakterystyka:
e Wiasciwosci: wyjatkowo odporna na S$cieranie, zachowuje twardo$¢ nawet
w temperaturze powyzej 600°C. Ma bardzo wysoka wytrzymatos¢ i trwatos¢.
e Zastosowanie: stale szybkotngce s3 powszechnie uzywane do produkcji narzedzi
skrawajgcych, takich jak frezy, wiertla, pity i narzedzia tokarskie, ktére musza pracowac

z duzymi predko$ciami obrébki 1 przy duzym obcigzeniu termicznym.

4.6.5. Stale zarowytrzymale

Stale zarowytrzymate to specjalne stale stopowe, ktére wykazuja duzg odpornos¢ na
dziatanie wysokich temperatur 1 obcigzen mechanicznych. Glownymi pierwiastkami
stopowymi odpowiedzialnymi za te wtasciwosci sg chrom, nikiel, molibden i wolfram. Te stale
sg przystosowane do pracy w temperaturach powyzej 500°C, nie tracac swoich wlasciwosci
wytrzymato$ciowych.

Charakterystyka:

199



SAMORZAD
WOJEWODZTWA

dla Wielkopolski Unie Europejska WIELKOPOLSKIEGO

*
* oy X

. . . *
Fundusze Europejskie Dofinansowane przez x T % ‘

e Wiasciwosci: wysoka odpornos¢ na pelzanie, korozje i utlenianie w wysokich
temperaturach. Zachowujg dobrag wytrzymatos¢ mechaniczng przy dlugotrwatej
ekspozycji na ciepto.

e Zastosowanie: stale zarowytrzymale sg stosowane w przemysle energetycznym,
lotniczym oraz motoryzacyjnym. Wykorzystywane sa do produkcji elementéw turbin,
piecow przemyslowych, wymiennikow ciepla oraz kottéw, ktore musza wytrzymacé

dziatanie ekstremalnych temperatur i duzych obcigzen.

4.6.6. Podzial wedlug zastosowania stali:

e Stale konstrukcyjne: uzywane do budowy konstrukcji maszyn, budynkéw i innych
duzych obiektow inzynieryjnych. Ich cecha charakterystyczng jest dobra wytrzymatos¢
na obcigzenia oraz plastycznosc.

e Stale narzedziowe: przeznaczone do produkcji narzedzi tnacych, form, matryc, ktére
musza by¢ odporne na zuzycie 1 wysokie temperatury. Maja wysoka twardos$¢ 1 sg
stosowane w przemysle metalurgicznym i motoryzacyjnym.

e Stale odporne na korozje¢: dzigki dodatkom stopowym, takim jak chrom, sg odporne na
dziatanie S$rodowisk agresywnych, np. kwasow czy soli. Wykorzystywane sa

w przemysle chemicznym, morskim oraz farmaceutycznym.

4.7. ZELIWO

Zeliwo to stop zelaza z weglem, ktorego zawarto$¢ wegla wynosi zazwyczaj powyzej
2,14%. W przeciwienstwie do stali, gdzie wegiel jest rozpuszczony w roztworze zelaznym,
w zeliwie wystepuje on w postaci wolnej (grafit) lub zwigzanej (cementyt). Charakteryzuje si¢
ono duzag twardoscig 1 kruchos$cia, ale rowniez doskonalg lejnoscig, co czyni je jednym
z najczeSciej stosowanych materiatdw odlewniczych. Dzigki swoim specyficznym
wlasciwosciom, zZeliwo znajduje zastosowanie w wielu dziedzinach przemystu, takich jak
budowa maszyn, motoryzacja czy przemyst cigzki.

Podziat zeliwa opiera si¢ na jego strukturze, sposobie krystalizacji oraz na formie, w jakiej
wystepuje wegiel w stopie. Wyrdzniamy gldwnie Zeliwo szare, biale, sferoidalne i ciagliwe,

z ktorych kazde posiada specyficzne cechy i zastosowania.
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4.7.1. Podzial zeliwa

Zeliwo szare to najpowszechniej uzywany rodzaj zeliwa, w ktorym wegiel wystepuje
w postaci grafitu. Cechg charakterystyczng tego materiatu jest jego szary kolor na powierzchni
przetomu, co wynika z obecnosci grafitu. Ze wzgledu na tatwos¢ w odlewaniu i dobrg
obrabialno$¢, jest szeroko stosowane w przemysle.

Charakterystyka:

e Struktura: wegiel w postaci ptatkow grafitu w osnowie metalicznej (ferryt lub perlit).

e  Wiasciwosci: dobrze thumi drgania, jest odporny na $cieranie i tatwo si¢ obrabia, jego
wada jest krucho$¢ 1 niska wytrzymato$¢ na rozciaganie.

e Zastosowanie: zeliwo szare stosuje si¢ do produkcji odlewow maszynowych, czgdci
silnikéw, blokow silnikowych, obudéw skrzyni biegow, a takze elementow rur
kanalizacyjnych.

Zeliwo biale wickszo$¢ wegla w nim zawarta jest zwiazana w postaci cementytu (FesC),
co sprawia, ze material ten nie ma widocznych platkéw grafitu, a przetom odlewu ma biaty
potysk. Zeliwo biate jest bardzo twarde i kruche, przez co jest trudne w obrébce, ale
charakteryzuje si¢ wysoka odpornos$cia na zuzycie.

Charakterystyka:

e Struktura: wegiel wystepuje gldéwnie w postaci weglika zelaza (cementytu), bez
widocznego grafitu.

e  Wiasciwosci: jest twarde, bardzo kruche i trudne do obrabiania mechanicznego. Jest
odporne na $cieranie, jednakze stabo ttumi drgania.

e Zastosowanie: wykorzystywane do produkcji elementéw narazonych na wysokie
$cieranie, takich jak cze$ci mlyndw, walce hutnicze, bebny hamulcowe oraz narzedzia
tngce.

Zeliwo sferoidalne (zeliwo z grafitem kulkowym) jest modyfikowana wersja zeliwa
szarego, w ktorej grafit przybiera posta¢ kulek, a nie platkoéw. Taka struktura poprawia
wlasciwosci mechaniczne tego zeliwa, zwlaszcza jego wytrzymato$¢ i odporno$¢ na pekanie.
W celu uzyskania kulistej formy grafitu, do stopu dodaje si¢ niewielkie ilo§ci magnezu lub ceru
(Raczka i Sakwa 1986):.

Charakterystyka:
e Struktura: wegiel w postaci sferoidalnych czastek grafitu rownomiernie

rozmieszczonych w osnowie ferrytowo-perlitowe;.
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e WiasciwoSci: jest bardziej wytrzymatle i elastyczne niz zeliwo szare, charakteryzuje si¢
wicksza odpornoscig na pekanie i lepszg wytrzymatoscig na rozcigganie. Posiada takze
lepsze wlasciwosci plastyczne.

e Zastosowanie: wykorzystywane do produkcji watow korbowych, zaworow, rur
ci$nieniowych, elementoéw zawieszen samochodowych oraz czgsci maszyn pracujacych
pod duzymi obcigzeniami.

Zeliwo ciagliwe powstaje poprzez odpowiednia obrobke cieplna zeliwa biatego. Proces
ten powoduje wytracanie wegla w postaci drobnych czastek grafitu, co sprawia, ze zeliwo staje
si¢ bardziej plastyczne i ciggliwe, a jednocze$nie zachowuje czes$¢ twardos$ci zeliwa biatego.
Charakterystyka:

e Struktura: grafit wystepuje w formie drobnych, kulistych wtracen, co poprawia jego
plastycznos$¢ 1 wytrzymato$¢ mechaniczna.

e  Wlasciwosci: wysoka plastycznosé, dobra odpornosé na rozciaganie i udarno$é. Zeliwo
ciggliwe jest bardziej wytrzymate na rozciagganie niz zeliwo szare.

e Zastosowanie: stosowane w produkcji elementow wymagajacych wysokiej
plastycznosci 1 wytrzymatosci, takich jak taczniki rurowe, osie, ramy pojazdow oraz

cze$ci maszyn precyzyjnych.

4.7.2. Wlasciwosci i zastosowanie zeliwa

Zeliwo charakteryzuje sie nastepujacymi wlasciwoséciami:

e Twardos$¢ i odporno$¢ na Scieranie: dzigki zawartosci cementytu (w zeliwie biatym)
lub grafitu (w zeliwie szarym), zeliwo jest wytrzymate na $cieranie, co czyni je
idealnym do zastosowan narazonych na intensywng eksploatacje.

e Kruchosé: wickszos¢ zeliw, szczegoOlnie biate 1 szare, charakteryzuje si¢ niska
plastycznoscia i duzg kruchoscia.

e Dobralejnosé: zeliwo tatwo formuje si¢ w skomplikowane ksztalty podczas odlewania,
co czyni je idealnym materiatem do produkcji odlewow.

¢ Thumienie drgan: zeliwo, zwlaszcza szare, ma doskonatg zdolnos$¢ ttumienia drgan, co
czyni je uzytecznym w produkcji maszyn pracujacych w warunkach duzych obcigzen
dynamicznych.

Zeliwo, dzieki swojej roznorodnoéci, znalazto zastosowanie w wielu dziedzinach przemystu:
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e Budownictwo: zeliwo stosowane jest w produkcji elementow konstrukcyjnych, takich
jak rury kanalizacyjne, pokrywy studzienek, kraty, a takze w armaturze wodociggowe;j.

e Motoryzacja: zeliwo sferoidalne oraz ciggliwe wykorzystywane jest do produkc;ji
czesci samochodowych, takich jak zawieszenia, waly korbowe, obudowy silnikow
1 inne elementy narazone na duze obcigzenia.

e Przemyst maszynowy: zeliwo szare znajduje zastosowanie w produkcji podstaw
i korpuséw maszyn, gdzie istotne jest ttumienie drgafh. Zeliwo biale z kolei jest
wykorzystywane w czg¢sciach maszyn narazonych na duze Scieranie, takich jak mtyny
1 walce.

e Energetyka: zeliwo, szczegélnie sferoidalne, uzywane jest do produkcji rur
cisnieniowych, kottow i innych elementow instalacji, gdzie wymagane s3a dobre

wlasciwosci mechaniczne przy pracy w wysokich temperaturach 1 ci$nieniach.

4.8. OBROBKA CIEPLNA I CIEPLNO-CHEMICZNA METALI

Obrobka cieplna 1 cieplno-chemiczna to jedne z kluczowych proceséw stosowanych
w inzynierii materiatowej, ktore umozliwiaja zmiane wtasciwosci fizycznych, mechanicznych
i chemicznych metali. Gtéwne cele tych proceséw obejmujg zwigkszenie twardo$ci, odpornosci
na zuzycie, poprawe wytrzymatosci oraz odpornosci na korozj¢. Dzigki zastosowaniu obrobki
cieplnej mozliwe jest dostosowanie wiasciwosci materialu do specyficznych wymagan
eksploatacyjnych. Procesy cieplno-chemiczne dodatkowo wzbogacaja obrobke cieplng poprzez
modyfikacje sktadu chemicznego warstwy powierzchniowej, co prowadzi do uzyskania
bardziej pozadanych wtasciwosci na powierzchni materiatu.
Obrobka cieplna polega na precyzyjnym sterowaniu temperaturg, czasem trwania
poszczeg6lnych faz oraz szybkoscig chtodzenia. Procesy te opieraja si¢ na termodynamicznych
przemianach w materiale, co pozwala na kontrolowane zmiany struktury krystalicznej
1 mikrostruktury stopu. Z kolei obrobka cieplno-chemiczna, oprécz zmian temperaturowych,
wprowadza do materiatu aktywne chemicznie pierwiastki, takie jak wegiel, azot czy bor, co

prowadzi do modyfikacji wlasciwosci warstwy wierzchniej (WW).
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4.8.1. Procesy obraébki cieplnej:

Wyzarzanie to jeden z najstarszych i najczesciej stosowanych procesow obrobki
cieplnej. Polega on na nagrzaniu metalu do odpowiedniej temperatury, utrzymywaniu tej
temperatury przez okreslony czas, a nastepnie powolnym chtodzeniu. Celem wyzarzania jest
redukcja naprezen wewnetrznych, poprawa plastycznosci oraz zmiana struktury krystaliczne;.
W zalezno$ci od zastosowanego procesu, wyrdznia si¢ rdzne rodzaje wyzarzania:

e Wyzarzanie pelne - polega na nagrzaniu materiatu do temperatury wyzszej niz
temperatura rekrystalizacji i jego powolnym chtodzeniu, dzigki temu procesowi
uzyskuje si¢ materiat o niskim poziomie napr¢zen i jednorodnej mikrostrukturze.

e Wyzarzanie normalizujace - odbywa si¢ przez nagrzanie metalu do temperatury nieco
powyzej temperatury przemiany fazowej i chtodzeniu w powietrzu, proces ten prowadzi
do uzyskania drobnoziarnistej struktury i poprawy wtasciwosci mechanicznych, takich
jak wytrzymato$¢ i twardos$c¢.

e Wyzarzanie rekrystalizujace - stosowane w celu usuni¢cia efektow zgniotu po
obrobce plastycznej na zimno, polega na nagrzaniu materialu do temperatury
rekrystalizacji, co powoduje wzrost nowych ziaren.

Hartowanie jest procesem, ktéry ma na celu zwigkszenie twardos$ci 1 wytrzymatosci
metali. Polega na szybkim schtadzaniu metalu z wysokiej temperatury po uprzednim nagrzaniu
go do odpowiedniego zakresu temperatury (zwykle powyzej temperatury przemiany fazowe;j).
Proces ten prowadzi do przemiany austenitu w martenzyt, co znaczaco zwicksza twardos¢
materiatu, hartowanie stosuje si¢ gtownie dla stali, jednak proces ten mozna stosowa¢ rowniez
dla innych stopéw metali. Waznym elementem hartowania jest wybor odpowiedniego medium
chtodzacego, zastosowanie wody, oleju lub powietrza wptywa na szybkos$¢ chtodzenia, a tym
samym na ostateczne witasciwosci materiatu. Istnieje réwniez proces zwany hartowaniem
powierzchniowym, w ktorym szybkie schtodzenie dotyczy jedynie warstwy wierzchniej
materiatu, podczas gdy wngtrze pozostaje mniej zmienione.

Odpuszczanie to proces stosowany po hartowaniu w celu zredukowania naprezen
1 poprawy udarno$ci materiatu. Polega on na nagrzaniu metalu do temperatury nizszej niz
temperatura hartowania, utrzymywaniu go w tej temperaturze przez okreslony czas, a nastepnie
powolnym chtodzeniu, w zaleznosci od temperatury odpuszczania mozna uzyska¢ rozne
kombinacje twardosci i plastycznosci. Odpuszczanie niskie prowadzi do zachowania wysokiej
twardo$ci, natomiast odpuszczanie wysokie poprawia plastyczno$¢ kosztem pewnej utraty

twardosci.
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Starzenie - proces starzenia odnosi si¢ gtdwnie do stopow aluminium, miedzi oraz stali
nierdzewnych 1 ma na celu poprawe ich wlasciwosci mechanicznych, takich jak twardo$¢
1 wytrzymatos$¢. Starzenie moze by¢ naturalne (przebiegajace w temperaturze otoczenia) lub
sztuczne (przyspieszane w wyzszych temperaturach). W wyniku starzenia dochodzi do

wydzielania si¢ faz wtornych, co prowadzi do utwardzenia materiatu.

4.8.2. Obrobka cieplno-chemiczna

Obrobka cieplno-chemiczna jest procesem bardziej zaawansowanym niz tradycyjna
obrobka cieplna, oprocz poddawania metalu zmianom temperaturowym, modyfikowane sa
takze jego wlasciwosci chemiczne. Do materialu wprowadzane sg r6zne pierwiastki chemiczne,
takie jak wegiel, azot, bor czy chrom, co prowadzi do zmiany sktadu chemicznego warstwy
powierzchniowej metalu.

Nasycanie weglem - naweglanie - to proces cieplno-chemiczny, w ktorym powierzchnia
metalu jest nasycana weglem, polega on na umieszczeniu metalowych elementéw w atmosferze
bogatej w wegiel (np. gaz, proszek lub ciecz) w podwyzszonej temperaturze. Dzigki temu
procesowi powierzchnia materialu staje si¢ znacznie twardsza, podczas gdy jego wnetrze
zachowuje pierwotng plastycznos$¢. Naweglanie jest szczegdlnie popularne w przypadku stali
niskoweglowych, ktére po obrobce uzyskuja doskonate wiasciwosci wytrzymatosciowe
1 twardo$¢ na powierzchni.

Nasycanie azotem - azotowanie jest procesem, w ktorym powierzchnia metalu nasycana
jest azotem. Odbywa si¢ w atmosferze amoniaku lub w $rodowisku gazowym zawierajagcym
azot w podwyzszonej temperaturze, proces ten prowadzi do powstania bardzo twardej warstwy
powierzchniowej, ktora jest odporna na zuzycie i korozje. Azotowanie stosowane jest gidéwnie
do stali stopowych, narzedziowych oraz czg¢sci maszyn, ktore wymagaja wysokiej odpornosci
na §cieranie.

Cynkowanie, chromowanie i borowanie — to inne formy obrobki cieplno-chemicznej,
ktore maja na celu zwigkszenie odpornosci metalu na korozj¢ oraz zuzycie. Cynkowanie polega
na nasyceniu powierzchni metalu cynkiem, co zabezpiecza go przed korozja atmosferyczna.
Chromowanie polega na wprowadzeniu chromu do powierzchni, co nadaje jej wysoka
odpornos¢ na $cieranie i korozje. Borowanie natomiast zwigksza twardo$¢ 1 odporno$¢ na

zuzycie poprzez wprowadzenie boru do powierzchni materiahu.
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4.8.3. Zastosowanie obrobki cieplnej i cieplno-chemicznej
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Procesy obrobki cieplnej 1 cieplno-chemicznej znajduja szerokie zastosowanie

w przemysle, w szczegélnosci w produkcji narzedzi, elementow maszyn, czesci

samochodowych 1 lotniczych. Dzigki nim mozliwe jest dostosowanie wlasciwosci materiatow

do specyficznych wymagan, takich jak wysoka twardo$¢, odporno$¢ na zuzycie, wytrzymatosé

na zmg¢czenie czy odporno$¢ na korozjg. Procesy te maja takze kluczowe znaczenie

w przemysle energetycznym, gdzie trwato$¢ 1 wytrzymato$¢ materiatow sa priorytetowe.

Obrobka cieplno-chemiczna zle przeprowadzona moze powodowac réznego rodzaju wady

1 zmiany powierzchni materiatu (Rys. 3).

[ Wady obrobki cieplno-chemicznej ]

i powierzchniowej

r

A\

Odksztatcenia 1 paczenie si¢

r

Peknigcia hartownicze
1 szlifierskie

Utlenianie wewng¢trzne

Niewtasciwa grubo$¢ warstwy
dyfuzyjnej

Obnizona twardo$¢ w.d. 1
niewla$ciwa twardo$¢ rdzenia

Wady mikrostruktury w.d.
i rdzenia

Ve

.

Wady powierzchni

Rys. 3. Wady obrobki cieplno-chemicznej
zrédlo: opracowanie wlasne na podstawie: Dobrzanski L.A.,

Podstawy nauki o materiatach i metaloznawstwo, 2000

4.9. BADANIA METALOGRAFICZNE

Badania mikroskopowe polegaja na analizie powierzchni probek, zaré6wno tych

naturalnych, jak i1 odpowiednio przygotowanych przekrojow (zgltadoéw), przy uzyciu

powigkszen od 40 do 1500x. Dzi¢ki temu mozna:
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e oceni¢ mikrostruktur¢ materiatu, biorac pod uwage rodzaj, rozmieszczenie 1 wielkos¢
poszczegbdlnych sktadnikow,

e okresli¢ strukture i grubos¢ réznych warstw, takich jak hartowane, dyfuzyjne czy
galwaniczne,

e zidentyfikowa¢ wady, np. wtracenia niemetaliczne, mikropgkniecia czy korozje
miegdzykrystaliczng,

e przyblizenie zawartosci wegla w stalach niestopowych poprzez analiz¢ udziatu r6znych

faz (Przybylowicz 2011).

Do tych obserwacji uzywa si¢ mikroskopéw metalograficznych, ktore pracuja na zasadzie
odbicia $wiatla od nieprzezroczystych powierzchni probek -zgtadow, (Rys.4), co odroznia je od

mikroskopdw biologicznych, ktore wymagaja przezroczystosci probek dla §wiatla widzialnego.

Rys. 4. Zgtad metalograficzny przygotowany do badania

zrddlo: opracowanie wlasne — fotografia z kolekcji autorki

Przygotowanie zgladéw metalograficznych obejmuje kilka etapow:

e Przygotowanie probek: proces zaczyna si¢ od wycigcia fragmentu reprezentatywnego

dla badanego materiatu, a nastgpnie szlifowania, polerowania 1 trawienia.

e Wycinanie probek: wybor odpowiedniego miejsca do pobrania probki wymaga
doswiadczenia. Kluczowe jest, aby proces ten nie zmienit struktury materiatu, np. przez
zastosowanie narzedzi wysokoobrotowych bez chtodzenia. Nalezy unika¢ wplywu

ciepta podczas cigcia, np. przy uzyciu palnika.
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o Szlifowanie: odbywa si¢ na specjalnych szlifierkach, przy uzyciu papieru $ciernego
o r6znych gradacjach (od 120 do 600), zmieniajac kierunek szlifowania o 90° po kazdej
zmianie papieru. Mate probki lub te o delikatnych krawedziach umieszcza sig
w uchwytach lub inkluduje w zywicach. Dla cienkich warstw stosuje si¢ czasem zgtady

skosne, co pozwala uzyska¢ doktadniejsze dane.

e Polerowanie: w celu uzyskania lustrzanej powierzchni zgtadu, stosuje si¢ polerowanie
mechaniczne, chemiczne lub elektrolityczne. Polerowanie mechaniczne, najczescie]
stosowane, usuwa rysy 1 powierzchniowg warstwe¢ zgniotu, jednak czasem wymaga
ponownego trawienia. Polerowanie elektrolityczne dziala poprzez anodowe
rozpuszczanie probki, co pozwala uzyska¢ gladka powierzchnig, ale jest najlepiej

dopasowane do stopéw jednofazowych.

o Trawienie: polega na aplikacji odpowiednich substancji chemicznych, ktore reaguja
z powierzchnig probki, odstaniajgc mikrostrukture. W zaleznosci od badanego materiatu
1 celu analizy, dobierane sg rézne odczynniki oraz parametry trawienia, takie jak czas,
temperatura i st¢zenie. Jesli efekt trawienia nie jest zadowalajacy, mozna powtorzy¢

proces, modyfikujac jego warunki.

Kazdy etap ma na celu jak najlepsze przygotowanie probki do analizy mikroskopowej, co
pozwala na uzyskanie precyzyjnych wynikow dotyczacych struktury materiatu (Kubinski

2019): .
4.9.1. Mikroskop metalograficzny, zasada dzialania

Mikroskop metalograficzny (Rys. 5) to precyzyjne urzadzenie optyczne, ktore jest
wykorzystywane do obserwacji nieprzezroczystych materialow, takich jak metale, stopy,
ceramika czy materiaty kompozytowe. Jego gldéwna cechg jest zdolno$¢ do analizowania
powierzchni probek, ktére nie przepuszczaja $wiatta, co odroznia go od mikroskopoéw

biologicznych, ktére wymagaja przezroczystosci probek.
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Rys. 5. Mikroskop metalograficzny Delta Optical MET-1000 TREF,

zrodto: opracowanie wiasne, fotografia z kolekcji autorki

Elementy budowy mikroskopu metalograficznego:

e Zrodlo $wiatta: mikroskopy metalograficzne wykorzystuja $wiatlo odbite od
powierzchni  probki, dlatego niezbedne jest zastosowanie intensywnego
1 rownomiernego zrodta swiatla. Zwykle stosuje si¢ oswietlenie halogenowe lub LED,
ktore zapewnia odpowiednig jasno$¢ 1 stabilno$¢ strumienia $wietlnego, oswietlenie
moze by¢ regulowane, aby dostosowac intensywnos$¢ do potrzeb obserwac;i.

e Uklad optyczny: mikroskopy metalograficzne wyposazone sg w zestaw soczewek
tworzacych uktad optyczny, ktory sktada si¢ z:

e Obicktywow - sg to soczewki znajdujace si¢ najblizej probki, odpowiadajace
za uzyskanie obrazu. W mikroskopach metalograficznych stosuje si¢
obiektywy o réznym powickszeniu, np. 5x, 10x, 20x, 50x, a nawet 100x,
obiektywy te sg umieszczone w obrotowej gtowicy, co pozwala na ich szybkie
przetaczanie.

e Okularow - stanowig one soczewki, przez ktére uzytkownik obserwuje
powigkszony obraz probki. Mikroskopy metalograficzne moga by¢
wyposazone w okulary o powiekszeniu od 10x do 20x, tacznie z obiektywem
tworza koncowe powigkszenie obserwowanego obrazu.

e Tuby optycznej - to cze$¢ mikroskopu, w ktoérej obraz jest formowany

1 przekazywany od obiektywu do okularu.
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e Stolik mikroskopowy - probka jest umieszczana na stoliku mikroskopowym, ktory
moze by¢ recznie lub automatycznie regulowany w poziomie i pionie. Precyzyjne
ustawienie probki umozliwia obserwacj¢ wybranego fragmentu powierzchni w réoznych
powigkszeniach. Stolik mikroskopu metalograficznego moze by¢ wyposazony
w systemy do mocowania probek, aby zapobiec ich przesuwaniu podczas obserwacji.

e Mikrometr - pozwala na dokladne ustawienie odleglo$ci pomiedzy obiektywem
a probka, co jest kluczowe do uzyskania ostrego obrazu. Mikrometry umozliwiaja
regulacje zardGwno w osi pionowej (zgrubna i precyzyjna ostro$¢), jak i w osi poziomej
(ruch probki w kierunku x-y).

e Kondensor - jest to element odpowiadajacy za skupienie swiatta na probce, co pozwala
na rbwnomierne o$§wietlenie powierzchni materiatu. Dzigki temu uzyskuje si¢ wyrazny

1 kontrastowy obraz badanej struktury.
Dodatkowe elementy:

e Kamera cyfrowa - nowoczesne mikroskopy metalograficzne moga by¢ wyposazone
w kamery, ktére umozliwiajg rejestracj¢ obrazow w wysokiej rozdzielczosci. Taki
system pozwala na dokumentowanie wynikdw badan oraz ich dalszg analiz¢
w programach komputerowych.

e System komputerowy - niektore mikroskopy metalograficzne moga by¢ potaczone
z oprogramowaniem do analizy obrazu, co utatwia obliczenia dotyczace wielkosci

ziaren, porowatos$ci czy rozktadu faz w materiale.

Zasada dzialania mikroskopu metalograficznego : mikroskopy metalograficzne dziataja
na zasadzie obserwacji §wiatla odbitego od powierzchni probki. W przeciwienstwie do
mikroskopdw biologicznych, ktore analizujg $wiatto przechodzace przez przezroczyste obiekty,
mikroskopy metalograficzne wymagaja zastosowania systemu o$wietlenia, ktory oswietla
probke od gory. Swiatto pada na powierzchnig probki, odbija sie od niej i wraca do obiektywu
mikroskopu, gdzie jest przetwarzane na obraz.

Obiektyw zbiera $wiatto odbite od probki i tworzy powigkszony obraz mikrostruktury
materiatu. Nastepnie obraz ten jest przekazywany przez system soczewek i tub¢ optyczng do
okularéw, gdzie jest powigkszany po raz kolejny. Uzytkownik moze oglada¢ obraz
bezposrednio przez okulary lub rejestrowac go za pomocg kamery cyfrowej. Dlaczego stosuje
si¢ mikroskopy metalograficzne do badania struktury materiatow? Oto kilka kluczowych

powodow, dla ktorych sg stosowane w analizie strukturalne;j:
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e Analiza mikrostruktury: mikroskopy metalograficzne umozliwiajg szczegétowa oceng
mikrostruktury materiatow. Dzigki duzym powigkszeniom (do 1500x) mozna
zidentyfikowac rozne fazy i sktadniki, ktére tworza materiat, co ma kluczowe znaczenie
w inzynierii materiatowej. Struktura metalu, uktad ziaren, obecno$¢ wtracen i inne
detale moga znaczaco wplywaé¢ na wilasciwosci mechaniczne i wytrzymato$ciowe
materiatu.

e Ocena jakosci materiatu: metalograficzne badania sg kluczowe w ocenie jakosSci
1 jednorodno$ci materiatow, dzigki mikroskopom mozna wykry¢ defekty takie jak
mikropeknigcia, wtracenia niemetaliczne czy porowatos¢, ktore moga obnizaé
wytrzymato$¢ materiatu i jego odporno$¢ na korozje. Mikroskopy te sg rowniez
uzywane do badania struktury materiatow po réznych procesach obrobki, takich jak
hartowanie czy galwanizacja.

e Badanie procesow przemystowych - mikroskopy metalograficzne sg niezbedne
w przemysle metalurgicznym do analizy wplywu r6znych proceséw technologicznych
na strukture materialdw. Obrobka cieplna, spawanie, hartowanie czy formowanie maja
bezposredni wptyw na mikrostruktur¢ metalu, a mikroskopowe badania pozwalaja na
oceng, czy procesy te zostaty przeprowadzone prawidlowo.

e Zastosowanie w analizie awarii — w przypadku awarii konstrukcji metalowych
mikroskopy metalograficzne sa uzywane do analizy przyczyn uszkodzen. Badanie
mikrostruktury uszkodzonego materialu pozwala na zidentyfikowanie, czy awaria byta
spowodowana przez zmeczenie materiatu, korozje, mikropekniecia, czy inne czynniki.

e Przyblizona ocena sktadu chemicznego - na podstawie obserwacji struktury metali,
zwlaszcza stali, mozliwa jest przyblizona ocena zawarto$ci pierwiastkow, takich jak
wegiel. W zalezno$ci od obecno$ci 1 rozmieszczenia poszczegdlnych faz,
mikroskopowa analiza pozwala na oszacowanie zawartosci wegla w stopie, co ma

znaczenie w kontrolowaniu wtasciwosci mechanicznych stali.

4.10. BADANIA METALOGRAFICZNE — PRZYKEADY ZADAN

Badania mikrostruktury materiatow, w tym metali i stopow, pozwalaja na doktadng ocene
ich budowy wewnetrznej. Proces analizy obejmuje szereg krokow, od przygotowania
mikroskopu metalograficznego po rejestrowanie wynikdw obserwacji. Ponizsza instrukcja

zawiera zarys procesu badania mikrostrukturalnego.
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Przygotowanie mikroskopu metalograficznego:

e Uruchomienie mikroskopu: na poczatku nalezy wiaczy¢ mikroskop i upewnic sig, ze
zrodlo $wiatla jest poprawnie ustawione. W mikroskopach metalograficznych
najczesciej stosuje si¢ swiatto odbite od powierzchni probki, dlatego oswietlenie musi
by¢ dostosowane do jej specyfiki.

e  Wybor obiektywu: mikroskopy metalograficzne oferujg szeroki zakres powickszen, od
niskich (50x, 100x) po wyzsze (200x, 500x, a nawet 1000x). Zaleca si¢ rozpoczgcie od
mniejszych powigkszen w celu zlokalizowania interesujagcego obszaru, a nast¢pnie

przejscie na wyzsze, aby zobaczy¢ wigcej szczegotow.
Regulacja ostrosci 1 uzyskiwanie obrazu:

e Umieszczenie probki: probke, czyli zglad metalograficzny, nalezy precyzyjnie utozy¢
na stoliku mikroskopu, mechanizmy regulacyjne stolika umozliwiaja precyzyjne
ustawienie pozycji probki.

e Ostro$¢ obrazu: pierwszym krokiem jest ustawienie zgrubnej ostro$ci za pomoca
wickszego pokretla, a nastgpnie bardziej precyzyjne dostrojenie obrazu przy uzyciu
pokretta mikro. W przypadku wiekszych powigkszen wymagana jest szczegdlna
ostrozno$¢ przy regulacji.

e Dostosowanie oswietlenia: kluczowe jest takze ustawienie odpowiedniej intensywnosci
Swiatta, zbyt silne §wiatlo moze prowadzi¢ do przeswietlenia, natomiast zbyt stabe

uniemozliwi dostrzezenie szczegotow struktury.
Wybor powigkszenia:

e Powigkszenie poczatkowe (50x-100x): na poczatku badania zaleca si¢ nizsze
powigkszenie, aby uzyska¢ ogolny obraz struktury materiatu.

e Wigksze powigkszenia (200x, 500x): po wstepnej analizie mozna przej$¢ na wyzsze
powigkszenia, aby zobaczy¢ bardziej szczegotowe aspekty, takie jak ziarna, wtracenia
czy mikropekniecia, powiekszenia powyzej S00x umozliwiajg analiz¢ najdrobniejszych

elementow struktury.
Analiza mikrostruktury:

e Identyfikacja faz i skladnikow: mikroskop pozwala na obserwacje roznych faz
1 sktadnikéw struktury, ziarna mogg ro6zni¢ si¢ kolorami i rozmiarami, co pozwala

wnioskowac o ich sktadzie chemicznym i orientacji krystalograficzne;.
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e Granice ziaren: widoczne granice ziaren to linie oddzielajace poszczegdlne obszary,
granice te mogg by¢ bardziej wyrazne dzigki trawieniu, ktére uwypukla réznice migdzy
nimi.

e Obserwacja wad: warto zwroci¢ uwage na defekty takie jak pgkniecia, wtracenia czy
porowato$¢, ciemniejsze obszary moga wskazywac¢ na obecno$¢ zanieczyszczen lub
mikropekniec.

e Opis struktury: na podstawie uzyskanych obserwacji nalezy opisa¢ strukture materiatu,
mozna okresli¢, czy ziarna sg rOwnomiernie rozmieszczone, czy widoczne sg wady oraz

czy mikrostruktura jest jednofazowa lub wielofazowa.
Przyktady opisu mikrostruktury:

e Struktura jednofazowa: obserwowane sg jednolite ziarna ferrytu, ktore réznig sie
orientacjg krystalograficzna, ale nie zawierajg wyraznych defektow.

e Struktura wielofazowa: w badanym materiale wida¢ zréznicowane fazy, w tym ferryt
1 perlit, a takze obecno$¢ wtracen niemetalicznych.

e Wady: mikrostruktura ujawnia liczne wady, takie jak peknigcia i wtracenia, ktore moga

$wiadczy¢ o nieprawidtowosciach produkcyjnych.
Dokumentacja wynikow:

e Notatki: wszelkie obserwacje dotyczace struktury, rozmiaru ziaren, obecnosci defektow
nalezy doktadnie zapisa¢, warto takze zwrdci¢ uwage na wplyw obrdbki termicznej na
strukture materiatu.

e Fotografie: zaleca si¢ wykonanie zdje¢ badanej struktury, aby pdzniej moc

przeprowadzi¢ dodatkowg analiz¢ lub pordwnaé¢ wyniki z innymi probkami.
Podsumowanie badania:

Na podstawie zebranych informacji dokonuje si¢ ostatecznej oceny materiatu, uwzgledniajac
jakos$¢ probki, obecnos¢ defektow oraz zgodno$¢ z normami, doktadna interpretacja wynikow
badan metalograficznych dostarcza cennych informacji o wtasciwosciach materiatu, co jest

kluczowe w dalszej analizie jego zastosowan przemystowych.
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158,25 pm - grafit platkowy

Rys. 6. Zeliwo szare — obraz mikroskopowy

zrodto: opracowanie wilasne, fotografia z kolekcji autorki

Mikrostruktura zeliwa szarego charakteryzuje si¢ obecnoscia grafitu w postaci ptatkow
oraz osnowy metalicznej, ktoéra moze sktadac si¢ z ferrytu, perlitu lub ich mieszaniny. Wyglad
mikrostruktury zeliwa szarego jest §cisle zwigzany z jego skladem chemicznym, warunkami

odlewania oraz obréobki cieplnej. Gléwne sktadniki mikrostruktury zeliwa szarego to:

o Platki grafitu: grafit w zeliwie szarym wystepuje w formie ptatkéw, co jest jego
najbardziej charakterystyczna cechg. Platki te sg rozproszone w osnowie metalicznej
1 wpltywaja na wlasciwosci mechaniczne zeliwa, takie jak krucho$¢ oraz niska
wytrzymato$¢ na rozcigganie. Platki grafitu pelnig funkcje naturalnych dyslokacji, ktore
moga ostabia¢ materiat, gdyz sg to miejsca koncentracji naprezen, jednak ich obecnos¢
nadaje zeliwu dobre wtasciwos$ci thumigce drgania oraz dobrg skrawalnos¢é.

o Ksztalt i wielko$¢ platkow: zaleza od warunkow chtodzenia i sktadu chemicznego.
Wolne chtodzenie sprzyja powstawaniu wiekszych platkow grafitu, podczas gdy
szybsze chlodzenie prowadzi do ich drobniejszej struktury.

e Rozmieszczenie platkow: wplywa na wlasciwosci mechaniczne Zeliwa,
nierOwnomierne rozmieszczenie ptatkbw moze prowadzi¢ do defektow strukturalnych,

takich jak lokalne ostabienie materiatu.
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Osnowa metaliczna: osnowa w zeliwie szarym moze sktada¢ si¢ z ferrytu, perlitu lub ich
kombinacji, w zaleznos$ci od zawartosci wegla, krzemu 1 innych dodatkow stopowych oraz od

szybkosci chtodzenia po odlaniu.

e Ferryt: to migkka faza zelazo-wegglowa, o strukturze regularnej kubicznej przestrzennie
centrowanej (RPC), jest plastyczny i ma niska wytrzymalo$¢ mechaniczng, obecno$¢
duzej ilosci ferrytu w osnowie sprawia, ze zeliwo staje si¢ bardziej plastyczne, lecz
mniej wytrzymate.

e Perlit: jest to mieszanina ferrytu i cementytu, ktéra tworzy lamelarng strukture
o wysokiej twardosci 1 wytrzymatos$ci, perlit zwigksza twardo$¢ zeliwa, poprawiajac

jego odporno$¢ na zuzycie, ale jednoczes$nie zmniejsza plastyczno$¢ materiatu.

Fazy weglikowe (cementyt): w przypadku zeliwa szarego z wyzsza zawartoscig wegla lub
szybko chtodzonego moga pojawiaé si¢ wegliki (cementyt - FesC). Cementyt jest twardg
i kruchg faza, ktora zwigksza twardo$¢ materiatu, ale zmniejsza jego skrawalno$¢ 1 podatnosé

na obrobke.

Grafityzacja: proces grafityzacji, ktory zachodzi podczas krystalizacji, polega na wydzielaniu
si¢ wegla w postaci grafitu, zamiast tworzenia twardego cementytu (FesC), zeliwo szare r6zni
si¢ od zeliwa bialego wtasnie procesem grafityzacji - w zeliwie biatym grafit nie wystepuje,

a wegiel pozostaje w postaci cementytu, co nadaje mu znacznie wigkszg twardo$¢ 1 kruchos¢.
Wplyw skladu chemicznego:

e Kirzem (Si): dodatek krzemu sprzyja grafityzacji, co prowadzi do tworzenia ptatkow
grafitu kosztem cementytu, wyzsza zawartos¢ krzemu zwigksza ilo$¢ ferrytu w osnowie
1 poprawia plastyczno$¢ materiatu.

o  Wegiel (C): zawartos¢ wegla wptywa na ilos¢ grafitu oraz perlitu w osnowie, wyzsza
zawarto$¢ wegla sprzyja tworzeniu wigkszej ilosci grafitu.

e Dodatki stopowe: dodatki takie jak mangan (Mn), fosfor (P) czy chrom (Cr) moga
wplywa¢ na twardo$¢ 1 wytrzymato§¢ Zzeliwa, zmieniajac ilo$¢ 1 rozklad faz

w mikrostrukturze.
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Rys. 7. Stal 100Cr6 — po azotowaniu gazowym -zdjecie mikroskopowe
zrodlo: opracowanie wlasne, fotografia z kolekcji autorki

Po azotowaniu struktura powierzchniowa stali zmienia si¢ znaczgco w poréwnaniu z jej stanem

przed procesem. Mozemy wyr6zni¢ nastepujace strefy:

Warstwa zwigzkéw azotowych (tzw. biala warstwa): jest to cienka, ale twarda warstwa

powstala bezposrednio na powierzchni stali. Sktada si¢ gtownie z:

o Azotkow zelaza (FesN - faza ¢ i Fe:-3N - faza y'): azotki te tworzg twarda, odporng na
zuzycie 1 korozj¢ warstwe. Biala warstwa ma duzg twardo$¢ (ok. 1000-1200 HV), co
zapewnia doskonatg odpornos¢ na $cieranie.

e Azotkéw chromu: poniewaz stal 100Cr6 zawiera chrom, azot reaguje takze
z chromem, tworzac azotki chromu (CrN), te zwigzki dodatkowo zwigkszaja twardo$¢

1 odpornos¢ na korozje.

Strefa dyfuzyjna: znajduje si¢ pod warstwa zwigzkow azotowych i jest to warstwa, w ktorej
azot wnika do struktury stali, ale nie tworzy wyraznych zwigzkéw chemicznych, w tej strefie

dochodzi do:

e Dyfuzji azotu: azot przenika w glab struktury stali, tworzac lokalne przesycenie

atomoOw azotu w osnowie martenzytycznej.
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e  Wzrostu twardoS$ci: wprowadzenie azotu prowadzi do umocnienia 0snowy poprzez
tzw. mechanizm wzmocnienia roztworowego, azot bedagc matym atomem, powoduje
napigcia w sieci krystalicznej, co podnosi twardo$¢.

e Powstawania wegliko-azotkow: zamiast typowych weglikow chromu (Cr:Cz), moga
powstawa¢ wegliko-azotki (Crs(CxN)), ktére sa bardziej stabilne w wyzszych

temperaturach i charakteryzuja si¢ wigksza twardoscia.

Osnowa wewnetrzna: poza strefa dyfuzyjng struktura stali pozostaje w duzej mierze
niezmieniona, w osnowie tej wcigz dominuje martenzyt oraz wegliki chromu, jednakze strefa

ta nie jest tak twarda jak warstwy powierzchniowe.

Zmiany wlasciwosci po azotowaniu: azotowanie gazowe wprowadza szereg zmian

w mikrostrukturze, ktore prowadza do poprawy wlasciwosci mechanicznych stali 100Cr6 m.in.:

e Zwiekszona twardo$¢ powierzchni: warstwa azotkowa 1 strefa dyfuzyjna znacznie
podnosza twardo$¢ powierzchni, co zwigksza odporno$¢ na $cieranie.

e Odpornos¢ na korozje: obecnos¢ azotkéw zelaza i chromu na powierzchni poprawia
odporno$¢ na korozje¢, szczegdlnie w srodowiskach agresywnych.

e Zwigkszona trwalo$§¢ zmeczeniowa: dzigki warstwie azotkowej i1 umocnieniu
powierzchni materiatu, stal staje si¢ bardziej odporna na cykliczne obcigzenia, co
przektada si¢ na wyzsza trwato$¢ zmeczeniowa.

e Zachowanie wlasciwosci rdzenia: azotowanie zmienia gléwnie wlasciwosci
powierzchniowe stali, pozostawiajac rdzen stosunkowo miegkki 1 bardziej plastyczny, co

pozwala materialowi na pochtanianie obcigzen dynamicznych.
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5. GRAFIKA INZYNIERSKA W MECHANICE I BUDOWIE MASZYN

5.1. Zagadnienia teoretyczne z przykladami

Rysunek jest jedng z form wypowiadania si¢ i wzajemnego porozumiewania si¢ ludzi, a
zarazem najbardziej uniwersalnym s$rodkiem wyrazania i przekazywania mysli, gdyz nie
wymaga znajomosci jezyka.

Specjalnym rodzajem rysunku jest rysunek techniczny, sluzacy do porozumiewania
si¢ ludzi zatrudnionych w produkcji: konstruktorow oraz bezposrednich wykonawcow. Dzigki
migdzynarodowemu ujednoliceniu formy oraz stosowaniu uproszczen rysunek techniczny jest
czytelny dla kazdego pracownika technicznego, bez koniecznos$ci znajomosci jezyka.
Umozliwia to wymiang¢ osiaggnac technicznych migdzy krajami oraz korzystanie z wszelkich
zrodet informac;ji techniczne;.

Rysunek techniczny musi by¢ fatwo 1 jednoznacznie rozumiany, jest on wykonywany
zgodnie z wustalonymi zasadami 1 przepisami, wynikajagcymi z panstwowych i
mi¢dzynarodowych norm oraz zalecen. W poszczegdlnych krajach normalizacja zajmuja si¢
Komitety Normalizacyjne. W Polsce prace normalizacyjne prowadzi Polski Komitet
Normalizacji, ktory zgodnie z miedzynarodowymi zaleceniami opracowuje Polskie Normy
(PN).

Urzadzenia elektryczne i elektroniczne sa wykonywane w Polsce na podstawie
dokumentacji technicznych zgodnych z polskimi normami rysunku technicznego
maszynowego 1 rysunku technicznego elektrycznego. Rysunek techniczny maszynowy za
pomocg rzutowania i wymiarowania przedstawia budowe¢ urzadzenia oraz ksztalt 1 wymiary
sktadowych czy$ci mechanicznych, zwanych czeSciami maszyn (w skrocie czeSciami).
Rysunek techniczny elektryczny za pomoca znormalizowanych symboli graficznych
przedstawia urzadzenie lub jego elementy sktadowe, linie za§ symbolizujg potaczenia
elektryczne miedzy nimi?!.

Rosnace wcigz wraz z rozwojem 1 postgpem technicznym w przemysle maszynowym -

wymagania dotyczace dokumentacji technicznej powoduja konieczno$¢ stosowania réznych

21 Paprocki K. Rysunek techniczny. Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne 1996. s.6
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rodzajéw 1 odmian rysunkéw technicznych maszynowych, o cechach odpowiadajacych
celowi, do jakiego s przeznaczone.

Podziat rysunkow technicznych maszynowych mozna przeprowadza¢ wedtug wielu mniej
lub bardziej waznych kryteriow. Mnogos$¢ tych kryteriow spowodowala, ze wszystkie
dotychczasowe proby opracowania petnej klasyfikacji rysunkéw maszynowych miaty raczej
charakter teoretyczny i nie doprowadzity do poprawnego rozwigzania tego zagadnienia.

Dla praktyki przemystowej istotne znaczenie ma nie tyle klasyfikacja rysunkow, ile
uporzadkowanie nazw najczesciej spotykanych rodzajow rysunkéw, w celu uniknigcia
ewentualnych nieporozumien. Dlatego w normach ustalono i zdefiniowano terminy stosowane

w dokumentacji technicznej wyrobow, dotyczace rysunkéw technicznych we wszystkich

dziedzinach zastosowania®2.

5.2. Formaty rysunkowe i linie rysunkowe

Formatem zasadniczym arkusza jest format A4 o wymiarach 210x297 mm. Formaty A3,
A2, Al 1 A0 powstajg przez zwielokrotnienie formatu A4, przy czym format A3 - 2A4, format
A2 -2A3 itd. (tab. 1). Formaty od A4 do A0 nosza nazwe formatow podstawowych?3.

Tab. 1. Wymiary i ksztatt arkuszy rysunkowych

Format Wymiar arkusza (mm)
A0 841 x 1189
Al 594 x 841
A2 420 x 594
A3 297 x 420
A4 210 x 297

Linia, wedlug normy, to obiekt geometryczny, ktorego dtugos¢ jest wieksza niz potowa
grubosci. Obiekt graficzny, ktorego dtugos¢ jest mniejsza lub rowna potowie grubosci, nazywa
si¢ kropka.

Zapis na rysunku powstaje w wyniku uzycia linii r6znego rodzaju i grubosci. Dobra
znajomo$¢ tego zagadnienia to klucz do poprawnego wykonania i odczytania rysunku
technicznego.

Jakie sprawy i problemy reguluje norma Linie rysunkowe?

e Okresla rodzaje, nazwy i budowg linii.

22 Dobrzanski T. Rysunek techniczny maszynowy, Wydawnictwo PWN, 2005,. s. 9
23 Dobrzanski T. Rysunek techniczny maszynowy, Wydawnictwo PWN, 20053,. s. 11

220



. . . *
Fundusze Europejskie Dofinansowane przez :* *: \Snf\clnce)\'}vzéADDZTWA
dla Wielkopolski Unie Europejska LI WIELKOPOLSKIEGO

Ustala obowigzujace grubosci linii oraz zasady ich wyboru do danego opracowania
rysunkowego.
Opisuje budowe linii niecigglych oraz zasady ich rysowania.

Okresla jednoznacznie zastosowanie linii.

W rysunku technicznym stosuje si¢ nast¢pujgce rodzaje linii (tabl. 2). Kazda z nich ma

opisany przez norme odpowiadajacy jej numer, graficzng budowe oraz nazwe?*.

Tab. 2. Rodzaje linii rysunkowych oraz ich zastosowanie

Lp. Rodzaj linii blillcril(l)iv-el gﬁ;&iﬁ? Podstawowe zastosowanie
e linie wymiarowe
cienka . pomocnigzg liqie wymiarowe
e linie odniesienia
e linie kreskowania przekrojow
1. Ciagta e widoczne zarysy widokow i przekrojow
uba e Slady ptaszczyzn przekrojow
& o zarysy kladow przesunigtych
e obramowanie rysunku
S bardzo gruba | e potaczenia klejone i lutowane
. . e urwania i przerwania rzutOw
2 Falista o cienka e linia oddz?elaj aca widok od przekroju
3. Zygzakowa cienka e urwania i przerwania rzutow
4. Kreskowa —mmmm e cienka e niewidoczne zarysy przedmiotu
. e si¢ symetrii
'''''' B cienka e kola i linie podziatowe
5. Punktowa e powierzchnie podlegajace obrobce
——————— gruba cieplnej
e powleczenia
6. | Dwupunktowa B cienka ° linie. gigeia na rqzwini@ciaoh .
e skrajne potozenia ruchomych czesci
. : ® ma zastosowanie na rysunku
7. | Wiclopunktowa cienka budowlanym i w ka rtrggraﬁi

5.3. Rzutowanie prostokatne, przekroje i wymiarowanie

Rzuty aksonometryczne odzwierciedlajg przedmiot w sposéb pogladowy, wyrazny i

czytelny, rowniez dla czlowieka nie znajacego zasad rysunku technicznego. Sporzadzenie

rysunku w rzutach aksonometrycznych, szczegélnie rysunku przedmiotu o ztozonych

ksztattach, jest bardzo pracochtonne, wymaga czasu i sporych umiejetnosci. Z tych m.in.

powodéw w technice majg zastosowanie rysunku wykonane wedlug innych regut. Metoda

rzutowania najczesciej stosowang w rysunku technicznym jest rzutowanie prostokatne?’.

24 T ewandowski T., Rysunek techniczny dla mechanikow, WSIiP, 2018, s. 21
25 Lewandowski T., Rysunek techniczny dla mechanikéw, WSiP, 2018, s. 62-63
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Rzutowanie prostokatne metoda europejska E polega na wyznaczaniu rzutow
prostokatnych przedmiotu na wzajemnie prostopadtych rzutniach, przy zatozeniu, ze
przedmiot rzutowany znajduje si¢ mi¢dzy obserwatorem i rzutnig.

Jezeli umiescimy przedmiot wewnagtrz wyobrazalnego prostopadtoscianu, ktorego
wszystkie $ciany s3 rzutniami, i wyznaczymy na tych rzutniach rzuty prostokatne
przedmiotu wg metody E, to po rozwinigciu $cian prostopadto$cianu w sposéb pokazany
na otrzymamy uktad rzutéw tego przedmiotu pokazany na rys. 1.

Poszczegodlne rzuty majg nastepujgce nazwy (rys. 1):
rzut w kierunku A - rzut z przodu (rzut gtowny),

rzut w kierunku B - rzut z gory,

rzut w kierunku C - rzut od lewej strony,

rzut w kierunku D - rzut od prawej strony,

rzut w kierunku E - rzut z dotu,

rzut w kierunku F - rzut z tyhu.

Rzutowanie metoda europejski E obowigzuje w Polsce i w wielu innych krajach?.

___1_q
|
[ o

Rys. 1. Rzutowanie metoda europejski E

26 Dobrzanski T. Rysunek techniczny maszynowy, Wydawnictwo PWN, 2005, s. 32
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Rzutowanie prostokatne metoda amerykanska A — rzutowanie t3 metoda rézni si¢ od
metody E tym, Ze rzutnia znajduje si¢ mi¢dzy obserwatorem a przedmiotem rysowanym,
co powoduje, ze w ukladzie rzutéw wg metody A (rys. 2) niektore rzuty sg jak gdyby
poprzestawiane w porownaniu z ukladem wg metody E (rzuty B z E i C zt D). Rzutowanie

metodg A jest stosowane glownie w krajach anglosaskich.

Przy rysowaniu przedmiotéw w rzutach prostokatnych nalezy stosowaé nast¢pujace
zasady:

e Liczba rzutow powinna by¢ ograniczona do minimum niezbgdnego do jednoznacznego
przedstawienia ksztattow przedmiotu 1 zwymiarowania go. Wszystkie sze$¢ rzutdéw, jak
narys. 1, rysuje si¢ tylko wtedy, gdy przedmiot ma skomplikowang budowe. W ogromne;j
wiekszosci przypadkdéw wystarczajg trzy rzuty (najczesciej A, B i C), dwa lub jeden (rzut
gtowny, ktory nie moze by¢ pominigty na zadnym rysunku, niezaleznie od liczby rzutow).
Przy rzutowaniu metoda E przekroje umieszcza si¢ albo na miejscach odpowiednich
widokéw, gdy te ostatnie nie sg potrzebne, albo na dowolnych wolnych miejscach na
arkuszu. Natomiast jezeli jednego z widokdéw nie mozna umie$ci¢ na arkuszu zgodnie z
metoda rzutowania E, to mozna go przesuna¢ rownolegle na dowolne miejsce na arkuszu.
Gdy ktorys z rzutow (oprocz gtdéwnego) musi by¢ z jakiego$s powodu obrocony o pewien
kat w stosunku do swego wlasciwego polozenia, to nad takim rzutem nalezy umiescic¢
znak ©.

e Przedmiot rysowany powinien by¢ tak ustawiony wewnatrz wyobrazalnego
prostopadioscianu, aby wigkszo$¢ jego charakterystycznych plaszczyzn i osi byla
rownolegta lub prostopadta do rzutni, gdyz utatwia to rysowanie i wymiarowanie.

e Rzut gléwny, zarowno rysunku ztozeniowego, jak 1 rysunku pojedynczej czesci
maszynowej, powinien - jesli to jest mozliwe - przedstawia¢ przedmiot w potozeniu, jakie
ma on zajmowaé w rzeczywistosci (tzw. potozenie uzytkowe), widziany od strony
uwidaczniajacej - najwigcej jego cech charakterystycznych. Od zasady tej dopuszcza si¢
nastepujace odstepstwa:

v dhlugie przedmioty, ktorych potozenie uzytkowe jest pionowe, mozna rysowaé w
potozeniu poziomym, przy czym dolng cz¢s¢ przedmiotu umieszcza si¢ z prawej
strony rzutu,

V' przedmioty, ktoérych potozenie uzytkowe nie jest ani poziome, ani pionowe, oraz
przedmioty, ktore przyjmuja rdzne potozenia podczas Uzytkowania (np.
korbowody), rysuje si¢ w potozeniu poziomym lub pionowym.
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e Na rysunku wykonawczym przedmiot przedstawia si¢ najcze$ciej w potozeniu, jakie

zajmuje podczas obrobki nadajgcej mu najwigcej ksztaltdéw charakterystycznych, a wiec

np. wrzeciono wiertarki - w potozeniu poziomym (potozenie podczas toczenia

wrzeciona), natomiast na rysunkach operacyjnych i zabiegowych (w dokumentacji

technologicznej) - w potozeniu, jakie przedmiot ma zajmowaé podczas konkretnej

operacji czy zabiegu.

e Widoki rozwinigte przedmiotow rysuje si¢ w celu pokazania budowy przedmiotow

walcowych i stozkowych oraz przedmiotéw wyginanych z blachy?’.

Przekroje — rzuty przedmiotu w postaci widokow czesto nie daja

pelego

wyobrazenia o jego ksztalcie, zwlaszcza gdy ma on zlozong budowe, wewnetrzng.

Niewidoczne krawedzie przedmiotu zaznaczano za pomoca linii kreskowej cienkiej, zmniejsza

to jednak czytelno$¢ rysunku. W celu doktadnego pokazania wewngtrznego ksztattu

przedmiotu stosuje si¢ przekroje. Zasady wykonywania przekrojéw zgodnie z normg

przedstawiono na rys. 228,

slad ptaszczyzny  plaszczyzna
tnacej tnaca
|

————— - ——

i | plaszczyzna rzut przekroju
rysunku | ptaszczyzna tnaca

Ll ALY SIS
|
LA
| S
"y g, i
3

czest Ak
odrzucona [0y
' b Zasada
wykonywania

przekrojow

Rys. 2. Zasady wykonywania przekroju

27 Dobrzanski T. Rysunek techniczny maszynowy, Wydawnictwo PWN, 2005, s. 33
28 paprocki K. Rysunek techniczny. Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne 1996. s. 40
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Przekr6) powstaje przez przecigcie przedmiotu wyobrazalng plaszczyzng tnaca i odrzucenie
czgsci przedmiotu znajdujacej si¢ przed plaszczyzng tnacg. Nastgpnie wykonuje si¢ rzut

przecigtego przedmiotu na plaszczyzng rysunku.

Oznaczanie i kreskowanie przekrojow:

a) usytuowanie przekroju wzgledem rzutu gléwnego zalezy od potozenia ptaszczyzny
przekroju i jej oznaczenia przez odcinki linii grubej, strzatki i litery;

b) jesli przekrdj jest jednoznaczny, to mozna go nie oznaczac;

c) jesli nalezy wykonac kilka przekrojéw przedmiotu, to oznacza si¢ je kolejnymi literami
wielkimi (z wyjatkiem liter: I, O, R, Q, X);

d) przekrdj jest rzutem przecigtego przedmiotu, muszg wigc by¢ na nim zaznaczone
wszystkie szczegoly przedmiotu, lezace poza plaszczyzng tnaca;

e) plaszczyzne przekroju kreskuje sie liniami cigglymi cienkimi, nachylonymi pod katem
45° do glownych krawedzi przedmiotu. Linie kreskowania powinny przebiega¢ przez
caty obszar plaszczyzny przekroju przy takim samym nachyleniu i odlegtosci t, mimo
przerw w polu przekroju. W rysunkach o sredniej wielko$ci mozna przyja¢ t = 2mm.
Dla kilku przekrojow tego samego przedmiotu kreskowanie powinno by¢ zgodne co do
kierunku, nachylenia i odleglosci;

f) pola przekroju zatamane pod katem 45° mozna kreskowa¢ pod katem 30°;

g) waskie pola przekroju mogg by¢ zaczernione;

h) na rysunkach zlozeniowych kreskowanie powierzchni przedmiotu stykajacych si¢

cze$ci powinno roznié sie kierunkiem lub przynajmniej odlegtoscia®.

Klady

Kiad jest to zarys figury ptlaskiej lezacej w ptaszczyznie poprzecznego przekroju przedmiotu,
obrécony wraz z ta ptaszczyzng o 90° i potozony na widoku przedmiotu (ktad miejscowy - rys.
3), lub poza jego zarysem (ktad przesunigty - rys. 4). Kierunek obrotu ptaszczyzny przekroju
wraz z ktadem powinien by¢ zgodny z kierunkiem patrzenia na przedmiot od strony prawej lub
od dotu, a wigc ptaszczyzng t¢ nalezy obraca¢ w lewo lub do gory, w zaleznosci od jej
potozenia. Ktady miejscowe wolno rysowac tylko wtedy, gdy nie zaciemniajg rysunku; rysuje
si¢ je liniami cienkimi, za$ klady przesunigte - liniami grubymi, jak zwykle rzuty. Jezeli

ptaszczyzna przekroju przechodzi przez o$ otworu walcowego lub stozkowego, to ktad

29 Paprocki K. Rysunek techniczny. Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne 1996. s. 41
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uzupeltnia si¢ widokiem krawedzi otwordw lezacych za ptaszczyzng przekroju (aby uniknaé
,rozpadniecia si¢” ktadu na dwie odrgbne czesci). We wszystkich innych przypadkach, w
ktorych kiad sktadatby sie z dwoch lub wigeej czesdci oddzielnych; nalezy rysowaé nie ktad,

lecz przekr6j’.

|

c)

NN
AR

Kiady przesuniete

-

Rys. 4. Ktad przesunigty

30 Dobrzanski T. Rysunek techniczny maszynowy, Wydawnictwo PWN, 2005, s. 38
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Wymiarowanie

Rzuty przedmiotu odwzorowuja jego budowe¢ i ksztalt, nie stanowig jednak informacji
wystarczajacej do jego wykonania. Wykonawca, poza ksztattem i budowa, musi ponadto zna¢
wymiary poszczegolnych elementow  geometrycznych narysowanego przedmiotu.
Wymiarowanie, czyli podawanie wymiarow na widokach, przekrojach i ktadach, podobnie jak
zasady rzutowania, jest objete normalizacja. Z tego powodu wymiarowanie nie moze by¢

dowolne, przypadkowe i wykonane wedlug indywidualnych pomystéw autora rysunku.

Wymiar rysunkowy sktada si¢ z kilku elementoéw graficznych (rys. 6):
¢ linii wymiarowej, znaku ograniczenia linii wymiarowej, liczby wymiarowej,
e pomocniczej linii wymiarowej, znaku wymiarowego (rys. 6 a),

e oznaczenia poczatku linii wymiarowej oraz linii odniesienia (rys. 6 b).

Wymienione elementy nie zawsze wystepuja rownoczesnie, ale kazdy z nich musi speliac¢

okreslone wymagania graficzne.

Elementy wymiaru

7

/‘ Ling

odntesiend

Rys. 6 a, b. Elementy wymiaru rysunkowego

Linie wymiarowe nalezy rysowac:
1. jako linie ciagle cienkie zakonczone znakami ograniczenia:
e przy wymiarowaniu odcinka prostoliniowego - jako réwnolegle do tego odcinka (rys.
7a),
e przy wymiarowaniu kata - jako tuk okregu zatoczonego z wierzchotka
wymiarowanego kata (rys. 7b),

e przy wymiarowaniu tuku - wspot§rodkowo z wymiarowanym lukiem (rys. 7c),
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e przy wymiarowaniu odlegto$ci migdzy tukami wspot§rodkowymi - promieniowo do
wymiarowanych tukoéw (rys. 7¢),
e przy wymiarowaniu $rednicy okregu - jako odcinki taczace dwa punkty okregu i
przechodzace przez Srodek okregu (rys. 2d).
2. w odlegtosci nie mniejszej niz 10 mm od linii zarysu przedmiotu i 7 mm od
réwnoleglej osi wymiarowej (rys. 2e).
3. w przypadkach szczegblnych - jako urwane w odleglosci 2+10 mm poza srodkiem

okregu lub osig symetrii (rys. 2f, g).

Linie wymiarowe nie moga:

1. wzajemnie si¢ przecinac¢, z wyjatkiem linii wymiarowych okregow kot
wspotsrodkowych,

2. spetnia¢ zadnych innych funkcji na rysunku poza okreslaniem wymiaru,

3. Jesli to mozliwe, nie powinny si¢ przecina¢ z pomocniczymi liniami wymiarowymi i
liniami odniesienia,

4. leze¢ na przedtuzeniu osi symetrii pomocniczych linii wymiarowych oraz linii zarysu
przedmiotu,

5. leze¢ na jednej prostg (przy wymiarowaniu promieni tukow okregow

wspotsrodkowych)®!.

31 Lewandowski T., Rysunek techniczny dla mechanikéw, WSiP, 2018, s. 122
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Rys. 7 a, b, ¢, d, e f, g. Rysowanie linii wymiarowych

Znaki ograniczenia linii wymiarowych - groty rysuje si¢ krétkimi, cienkimi liniami
tworzacymi ostrze. Grot moze by¢ otwarty, zamknigty lub zamkniety i1 zaczerniony, natomiast
ostrze grota moze mie¢ dowolny kat rozwarcia, zawarty w przedziale 15 do 90° (rys. 8 a,b,c).
Wielko$¢ grota powinna by¢ proporcjonalna do wielkosci rysunku.

W zasadzie ostrza grotow powinny dotyka¢ od wewnatrz linii, miedzy ktorymi wymiar ma
by¢ podany. W braku miejsca groty mozna umieszczaé na zewnatrz tych linii, na
przedhuzeniach linii wymiarowej.

Dopuszczalne jest zastepowanie grotéw cienkimi (lub o grubosci linii cyfr wymiarowych)
kreskami o dlugo$ci co najmniej 3,5 mm, nachylonymi pod katem 45° do linii wymiarowych

lub kropkami o $rednicy ok. 1 mm (rys. 8 e,d). 32.

32 Dobrzanski T. Rysunek techniczny maszynowy, Wydawnictwo PWN, 2005, s. 38
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Rys. 8. Znaki ograniczenia linii wymiarowych

Liczby wymiarowe na rysunkach technicznych maszynowych wymiary liniowe
(dtugosciowe) podaje si¢ w milimetrach, przy czy oznaczenie ,,mm” pomija si¢, nawet gdy
liczba wymiarowa podana jest z doktadnoscig do trzech znakow dziesietnych za przecinkiem.
Jezeli konieczne jest podanie wymiaru w innych jednostkach, to za liczbg wymiarowa nalezy
umiesci¢ oznaczenie jednostki miary, np. 10 cm. Przy konstruowaniu zaleca si¢ przyjmowac -
o ile to mozliwe - warto$ci liczbowe wymiaréw (przynajmniej wazniejszych) z ciaggow

wymiaréw normalnych.

Pomocnicze linie wymiarowe (rys. 9) nalezy rysowac:
e jako linie ciggte cienkie, przeciagnig¢te 2-4mm poza odpowiadajace im linie wymiarowe
(rys.9a),
e prostopadle do odpowiadajacych wymiaréw liniowych (rys. 9a), a w szczegodlnych
przypadkach jako dwie ukosne linie rownolegte (rys. 9b),
e jako przedluzenia osi symetrii, gdy zachodzi taka potrzeba (rys. 9c),
e prostopadte do cigciwy tuku przy wymiarowaniu tej cieciwy (rys. 4d),
e prostopadle do cieciwy tuku przy wymiarowaniu tuku opartego na kacie
wierzchotkowym nie wigkszym niz 90° (rys. 4e),
e promieniowo - przy wymiarowaniu tuku opartego na kacie wierzchotkowym wiekszym
od 90°(rys. 4f).
Nalezy unika¢ wzajemnego przecinania si¢ pomocniczych linii wymiarowych oraz ich

prowadzenia réwnolegle do linii kreskowania przekrojow>>.

33 Dobrzanski T. Rysunek techniczny maszynowy, Wydawnictwo PWN, 2005, s. 43
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Rys. 9 a, b, ¢, d ,e, f. Rysowanie pomocniczych linii wymiarowych

Zasady ogolne wymiarowania, nazywane niekiedy porzadkowymi, sg bardziej
szczegotowym uscisleniem zasady jednoznacznosci, niesprzeczno$ci i1 zupetlnos$ci w
odniesieniu do uktadu wymiaréw. Podaja one ograniczenia, ktorym podlega uktad wszystkich
wymiaréw zawartych na rysunku i z tego powodu musza by¢ bezwzglednie przestrzegane.

Jednoznacznos$¢, niesprzeczno$¢ i zupetnos¢ zapisu konstrukcji osigga si¢, gdy: zapis
zawiera tylko wymiary konieczne, pomini¢to wymiary oczywiste dla przyjetego uktadu
wymiaréw, nie powtdrzono zadnego wymiaru i nie zamknigto tancucha wymiarowego.

Zasada wymiaréw koniecznych stanowi, ze na rysunku nalezy poda¢ tylko te wymiary,
ktore s3 niezbedne do opisania geometrycznych cech konstrukcyjnych przedmiotu w
okreslonym stanie jego wykonania. Uktad wymiaré6w musi by¢ zatem podporzadkowany
rodzajowi rysunku i jego przeznaczeniu. Inne wymiary sg potrzebne do wykonania surowego
odlewu lub odkuwki, inne do wykonania cz¢sci gotowej, a jeszcze inne do zmontowania calego
zespotu lub wyrobu.

Wyodrebnienie poszczegdlnych grup wymiardw odpowiadajacych kolejnym etapom
tworzenia przedmiotu i przedstawienie ich na oddzielnych rysunkach poprawia czytelnosé¢
zapisu, ale wymaga sporzadzenia bardziej rozbudowanej dokumentacji rysunkowej. Z tego tez
wzgledu taki sposdb postepowania jest stosowany gtoéwnie podczas przygotowania produkcji
seryjnej lub masowej, gdzie kosztem zwickszonych naktadéw na opracowanie dokumentacji

uzyskuje si¢ poprawe organizacji procesow wytwarzania.
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Kazdy kolejny rysunek przedmiotu, dla ktéorego wykonano odrebne rysunki odlewu lub
odkuwki, rysunki zabiegowe, czynno$ciowe, montazowe itp., zawiera tylko wymiary potrzebne
do jego dalszej obrobki, a wigc wymiary powierzchni obrabianych i wymiary okres$lajace
potozenie tych powierzchni wzgledem powierzchni uksztaltowanych w poprzednim procesie
technologicznym (rys. 10). Na rysunkach przedmiotéw o nieskomplikowanej konstrukcji lub
wytwarzanych jednostkowo podaje si¢ réwnocze$nie wszystkie wymiary powierzchni
obrabianych i nieobrabianych. O tym, ktora ceche konstrukcyjna opisuja poszczegdlne uktady

wymiaréw, wnioskuje si¢ wowczas na podstawie znajomosci technik wytwarzania.
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Rys. 10. Zasada pomijania wymiardéw oczywistych

Zasada pomijania wymiarow oczywistych (rys. 11) $cisle wynika z zasady wymiarow
koniecznych. Skoro bowiem na rysunku powinny by¢ podane wytacznie wymiary konieczne,
to nie nalezy podawaé wymiardw oczywistych, takich jak katow 0° (180°) miedzy prostymi
rownolegtymi i kata 90° miedzy prostymi prostopadtymi. Jednak wymiar kata 90° mozna
pomina¢ tylko wowczas, gdy ma on charakter wymiaru swobodnego, ktéry na rysunku
wystepuje bez odchytek, lub gdy dokladnos¢ kata prostego ustalono za pomoca tolerancji
prostopadtosci. W kazdym innym przypadku tolerowania kata prostego musi by¢ podany na

rysunku jego wymiar nominalny (90° ). Wymiarami oczywistymi moga by¢ réwniez inne
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wartosci katow, jak rowniez wymiary liniowe, ale tylko takie, ktore nie muszg by¢ tolerowane.

W przeciwnym bowiem przypadku musza by¢ one zawsze opisane liczbowo.

Rys. 11. Przyktady pomijania wymiarow oczywistych

Zasada niepowtarzania wymiaréw stanowi, ze wymiar moze by¢ podany na rysunku
tylko jeden raz, niezaleznie od liczby rzutéw czy liczby arkuszy, na ktérych przedmiot jest
przedstawiony.

Podczas wymiarowania, szczegdlnie za§ gdy przedmiot jest przedstawiony na kilku
arkuszach, mozna bardzo tatwo popetni¢ btad opisujac te sama ceche konstrukcyjng dwoma
réznymi warto$ciami liczbowymi. Doprowadzi to do wadliwego wykonania przedmiotu lub
wadliwej jego oceny, jezeli nie zostanie w por¢ zauwazone.

Inng przyczyna, dla ktorej trzeba bezwzglednie przestrzega¢ zasady niepowtarzania
wymiaréw jest okoliczno$¢ wprowadzania zmian. Jezeli brak pewnos$ci, Zze wymiary nie sg
powtorzone, zachodzi konieczno$¢ odszukania wszystkich powtdrzen, ktorych liczba
najczesciej nie jest znana. Przeoczenie jednego z zapisOw powoduje, ze zaistniejg rozne
informacje o tej samej cesze konstrukcyjnej. Konsekwencja tego bedzie wadliwy przedmiot.
Wystepowanie wymiaru tylko jeden raz gwarantuje, ze dokonana zmiana bedzie jednoznaczna

1 niesprzeczna.

Zasada niezamykania lancucha wymiarowego (rys. 12) stanowi, ze wymiar nalezy
poming¢, jezeli mozna go obliczy¢ jako wypadkowa pozostatych. W innym przypadku wystapi
posrednie powtorzenie wymiaréw. Sytuacja taka nazywa si¢ potocznie ,,przewymiarowaniem”,
ktore utrudnia, a niekiedy wrecz uniemozliwia wykonanie przedmiotu zgodnie z wymaganymi

dokladnosciami.
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Wymiar pomijamy

Rys. 12. Zasada niezamykania tancucha wymiarowego

Zakaz zamykania lancucha wymiarowego dotyczy wszystkich wymiarow, niezaleznie
od miejsca (rzutu) ich umieszczenia, jezeli odnoszg si¢ one do tej samej cechy
konstrukcyjnej lub cech zwiazanych ze soba.

Z szeregu wymiarOw tworzacych zamkni¢te ogniwo pomija si¢ zawsze najmniej wazny.
Jednak gdy podanie wymiaru zamykajacego jest uzasadnione, to nalezy umiesci¢ go w

nawiasach okragtych i wowczas - jako wymiar pomocniczy - nie zamknie tancucha’.

Zasady wymiarowania wynikajace z potrzeb konstrukcyjnych i technologicznych.
Wymiarowa¢ mozna od baz konstrukcyjnych, obrobkowych lub pomiarowych.
Wymiarowanie od baz konstrukcyjnych stosuje si¢, gdy zalezy na podaniu na rysunku tych
wymiaréw, ktore maja bezposredni wptyw na dzialanie wymiarowanej cz¢sci maszynowej w
zespole, do ktorego nalezy, i na montaz. Sg to wymiary majace wpltyw na potozenie czesci w
zespole, na wymagane luzy i wciski itd.
Do zalet wymiarowania od baz konstrukcyjnych naleza:
a) krotkie fancuchy wymiarowe, co utatwia analiz¢ wymiarowg catego zespotu i wyrobu
oraz zwigksza doktadnos¢ wykonania czgsci,
b) niezmienno$¢ w znacznym stopniu rysunku czesci, gdyz zmian technologii nie maja
wpltywu na wymiarowanie.
Wadg wymiarowania od baz konstrukcyjnych jest wtasnie oderwanie si¢ od technologii, co

zmusza czesto w przygotowaniu produkcji do przeliczania wymiardéw, zacie$niania tolerancji

34 Boder A., Dudziak M., Zapis konstrukcji, Wydawnictwo Politechniki Poznanskiej, Poznan 1995, s. 272
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itd. Jezeli przedmiot nie ma powierzchni wazniejszych od innych, to zwykle wymiaruje si¢ go
od dwoch koncdw, co czesto pokrywa si¢ zwymiarowaniem od baz obrobkowych.

Na rysunkach czgéci wspotpracujacych za baz¢ wymiarowa konstrukcyjng nalezy
przyjmowac powierzchni¢ styku tych czgsci po zmontowaniu. Jest to tzw. wymiarowanie od
wspolnych baz wymiarowych.

Wymiarowanie od baz obrobkowych stosuje si¢, gdy zalezy przede wszystkim na
uproszczeniu procesu technologicznego. Dzigki wymiarowaniu od baz obrébkowych osigga
sie:

a) ‘tatwiejsze uzyskanie doktadnych wymiarow czesci obrabianej,

b) mozliwo$¢ zaplanowania przez technologa przebiegu obrobki bez potrzeby przeliczania
wymiardw 1 zacie$niania tolerancji, dzigki czemu tolerancje wymiarow podane na
rysunkach mogg by¢ w petni wykorzystane, co zmniejsza koszty produkcii,

c) mozliwos¢ takiego ustawiania czgsci do obrébki, ze budowa uchwytow obrébkowych
staje si¢ prostsza i tansza.

Bazy konstrukcyjne i obrobkowe czgsto nie pokrywaja sie, w kazdym przypadku ich
niezgodnos$ci nalezatoby rozstrzygna¢ czy wymiarowac od jednych, czy od drugich. W praktyce
jednak rzadko stosuje si¢ wymiarowanie tylko od baz konstrukcyjnych lub tylko od
obrobkowych. Zwykle podaje si¢ wymiary najwazniejsze (wchodzace w tancuchy wymiarowe
mechanizmow) od baz konstrukcyjnych i toleruje doktadnie, pozostate za§ wymiary podaje si¢
od baz obrébkowych, z wigkszymi tolerancjami lub bez toleranc;ji.

Oczywiscie, sprawa si¢ upraszcza, gdy bazy obrobkowe pokrywaja si¢ z konstrukcyjnymi.
Przy wymiarowaniu od baz obrobkowych wymiary odnoszace si¢ do jednej operacji nalezy, o

ile to mozliwe, podawaé na jednym rzucie i to grupujac je po jednej stronie rzutu’’.

Wspélna baza wymiarowa

Rys. 13. Wymiarowanie cz¢$ci wspotpracujacych od wspolnej bazy wymiarowej

35 Dobrzanski T. Rysunek techniczny maszynowy, Wydawnictwo PWN, 2005, s. 62
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Wymiarowanie réwnolegle, szeregowe i mieszane

Wymiary biegnace w jednym kierunku mozna podawac na rysunkach w trzech uktadach:
rownolegtym, szeregowym lub mieszanym.

Wymiarowanie w uktadzie rownoleglym (rys. 14) polega na podawaniu wszystkich
wymiaréw rownolegtych od jednej bazy (powierzchni lub linii). W ptaskim prostokatnym
uktadzie wspotrzednych baz tych, wzajemnie prostopadtych, jest dwie; tak samo dwie bazy
wystepuja w plaskim biegunowym uktadzie wspotrzednych. Natomiast w uktadach
przestrzennych wystepuja trzy wzajemnie prostopadle bazy.

Przy wymiarowaniu w uktadzie rownolegtym doktadnos$¢ kazdego wymiaru uzyskana w
wyniku obrobki zalezy tylko od doktadno$ci samej obrobki, a nie zalezy w ogodle od
doktadnos$ci innych wymiaréw przedmiotu. Dlatego tez ten sposéb wymiarowania stosuje si¢,
gdy zalezy na uzyskaniu doktadnego potozenia pewnej ilosci powierzchni przedmiotu od
wybranej uprzednio bazy.

Poza tym wymiarowanie réwnolegte ma t¢ zaletg, ze dowolny wymiar przedmiotu nie
podany na rysunku mozna obliczy¢ jako wypadkowy tylko dwoch podanych wymiarow.
Wymiarowania rdwnoleglego nie nalezy jednak stosowac¢, gdy dokladne majg by¢ wilasnie
wymiary wynikajace jako wypadkowe przy takim wymiarowaniu, gdyz zmusza to do

znacznego zmniejszania tolerancji wymiaréw, z ktérych wynika wymiar wypadkowy.

a9 | e

. 19 +—3
?Q‘— (\;;!"'_f' | : | f\\\\}—

System réwnolegly

Rys. 14. Wymiarowanie w systemie rownolegtym

Wymiarowanie w uktadzie szeregowym polega na wpisywaniu wymiarow rownolegtych
jeden za drugim (rys. 15). Ten sposéb wymiarowania stosuje si¢ gdy zalezy na doktadnosci

wzajemnego potozenia sgsiednich elementow przedmiotu, a nie na doktadnym ich potozeniu
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wzgledem jednej bazy. W ten sposob wymiaruje si¢ czesto przedmioty , ktére majg byc
obrabiane zespotem narzgdzi pracujacych jednoczesnie (np. rOwnoczesne wiercenie wielu

otworow przy uzyciu glowicy wielowrzecionowej).

(157) o

h—-__-

System szeregowy

12 45 k) 40 25

Rys. 15. Wymiarowanie w systemie szeregowym

Wymiarowanie w ukladzie mieszanym (rys. 16) jest potaczeniem obu sposobow
omowionych wyzej 1 jednoczy zalety obu tych sposobow. Przy wymiarowaniu mieszanym
potozenie tych powierzchni, ktére powinny si¢ znajdowac w $cisle okre§lonych odleglosciach
od pewnej bazy, wymiaruje si¢ od tej bazy, za$ potozenia pozostatych powierzchni wzgledem
poprzednich lub migedzy sobg okresla si¢ krotkimi tancuchami wymiarowymi, czyli wymiaruje
szeregowo. Dzieki takiemu wymiarowaniu, wszystkie wazne wymiary przedmiotu mogg by¢

na rysunku bezposrednio podane, a zatem i bezposrednio sprawdzone.

I
|

92 40
157

Rys. 16. Wymiarowanie w systemie mieszanym

Przed wyborem sposobu wymiarowania nalezy kazdorazowo zbadac¢, ktore wymiary czegsci

maszynowej sg wazne ze wzgledu na jej przyszle dziatanie, oraz zorientowaé si¢ co do
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przypuszczalnego przebiegu procesu technologicznego tej czesci. Najczesciej stosuje sig

wymiarowanie mieszane>®.

5.4. Zadania

Zadanie numer 1. Prosze o wykonanie rzutowanie europejskie dla ponizszego elementu

Rozwigzanie dla zadania numer 1

36 Dobrzanski T. Rysunek techniczny maszynowy, Wydawnictwo PWN, 2005, s. 57
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Zadanie numer 2. Prosz¢ o wykonanie rzutowanie europejskie dla ponizszego elementu
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Rozwigzanie dla zadania numer 2

Zadanie numer 3. Prosze o wykonanie przekroju dla ponizszego elementu
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Rozwigzanie zadania numer 3
AA(1:1)
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Zadanie numer 4. Prosz¢ o wykonanie przekroju dla ponizszego elementu
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Rozwigzanie zadania numer 4
AA(1:1)

Rozwigzanie zadania numer 5
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